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1 はじめに

砂粒子で構成された地形の高さ h(t, x)と砂の体積フラックス q(t, x)の間には, 以下の連続の式

が成り立つ。

ϕb
∂h

∂t
= − ∂q

∂x
(1)

(ϕb：地形内の砂粒子の充填率)

この式を解ける形にするには, q を hで表す必要があり, その方式について様々なモデルが存在す

る。本文書では, 2種類のモデルを取り上げる。そのモデル式を取り入れた (1)式を線形解析の範

囲で解くことで, モデルの比較を行っていく。

今回は, Charru et al.(2013) [1]に示されているモデルと, 西森･大内 (1993) [2]に示されている

モデルを取り扱う。便宜上, 前者のモデルを Charruモデル, 後者のモデル西森モデルと呼ぶこと

にする。

2 Charruモデル

Charruモデルは, 系の状態を表す物理量をベースに線形解析で地形の波長を説明することを目

標に作られた。ここで, Charruモデルで考える 3つの効果を列挙する。

① 地形の表面における流体の剪断応力 ② 地形の勾配 ③ Saturation Length

2.1 地形の表面における流体の剪断応力

地形の表面における流体の剪断応力 τbと Saturated Flux qsatの間には, 正の相関が存在する。

∗ 最終修正日 2026.3.3
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2.1 地形の表面における流体の剪断応力 2 CHARRUモデル

図 1 速度の基準状態

ここで, qsat とは平らな地形上を定常流が流れた場合における q である。

2.1.1 地形の表面における流体の剪断応力の解析

まずは, 層流の場合を考える。

流れ方向を x, 鉛直上方向を z とし, 一定の速度で動く平板 [z = H]と波打った地形 [z = ĥeikx]

の間を流れる定常な非圧縮流体を考える [図 1]。速度を v = (u,w)T , 圧力を pとすると, 基礎方程

式は以下のようになる。

∇ · v = 0 (2)

(v · ∇)v = −1

ρ
∇p+ ν

(
∇2v

)
(3)

(ρ：流体の密度　 ν：動粘性率)

境界条件は以下の通りである。

v|z=H = (aH, 0)T v|z=ĥeikx = 0 (4)

(a：定数)

これより (2)(3) 式を線形化する。速度と圧力を u ≃ az + û(z)eikx, w ≃ ŵ(z)eikx, p ≃
p0 + p̂(z)eikx [p0：定数]のような基準状態と摂動の和で置くことにすると [図 1],

ikû+
dŵ

dz
≃ 0 (5)

ikazû+ aŵ ≃ −ik
ρ
p̂+ ν

(
−k2û+

d2û

dz2

)
(6)

ikazŵ ≃ −1

ρ

dp̂

dz
+ ν

(
−k2ŵ +

d2ŵ

dz2

)
(7)

のようになる。(6)式を z で微分したものと, (7)式を −ik 倍したものを足し合わせると,
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2.1 地形の表面における流体の剪断応力 2 CHARRUモデル

ikaz

(
dû

dz
− ikŵ

)
≃ ν

[
−k2

(
dû

dz
− ikŵ

)
+

d2

dz2

(
dû

dz
− ikŵ

)]

が得られる。なお, 途中で (5)式を用いた。ω̂y(z) = dû/dz − ikŵ を置くと*1,

d2ω̂y

dz2
− k2ω̂y ≃ iδ−3

i zω̂y (8)

のようになる。ここで, δi = (ν/ka)
1
3 と置いた。Z(z) = ei

π
6 (δ−1

i z − i(kδi)
2)で座標変換すると,

d2ω̂y

dZ2
≃ Zω̂y (9)

のようになる。(9)式の解は, 第 1種エアリー関数と第 2種エアリー関数を使って,

ω̂y ≃ C1Ai(Z) + C2Bi(Z) (10)

(C1, C2：定数)

となる。dψ̂/dz = ûかつ −ikψ̂ = ŵ を満たす ψ̂ を置くと*2,

d2ψ̂

dz2
− k2ψ̂ ≃ ω̂y (11)

が成り立っている*3。(11)式の解は,

ψ̂ ≃ 1

2k

[
ekz

∫ z

0

[C1Ai(Z(z′)) + C2Bi(Z(z
′))] e−kz′

dz′

− e−kz

∫ z

0

[C1Ai(Z(z′)) + C2Bi(Z(z
′))] ekz

′
dz′

]
+ C3e

kz + C4e
−kz (12)

(C3, C4：定数)

となる。

境界条件より, C1, C2, C3, C4 を決定する。ただし, 線形な問題を考えているため, (4) 式の

z = ĥeikx の式も以下のように線形化して用いる。

(û, ŵ)T
∣∣
z=0

≃ (−aĥ, 0)T (13)

*1 ω̂yeikx = ∂(ûeikx)/∂z − ∂(ŵeikx)/∂xより得られる。
*2 ∂(ψ̂eikx)/∂z = ûeikx かつ −∂(ψ̂eikx)/∂x = ŵeikx より得られる。
*3 二次元かつ非圧縮な流れにおいて, 渦度と流れ関数をそれぞれ ωy と ψ と置くと, ∂2ψ/∂x2 + ∂2ψ/∂z2 = ωy が成
り立つ。
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2.1 地形の表面における流体の剪断応力 2 CHARRUモデル

これら境界条件より,

C1 ≃ −aĥ B+ −B−

A+B− −A−B+
C2 ≃ aĥ

A+ −A−

A+B− −A−B+
C3 ≃ −aĥ

2k
C4 ≃ aĥ

2k
(14)

と分かる。ここで,

A± =

∫ H

0

Ai(Z(z′))e±kz′
dz′ B± =

∫ H

0

Bi(Z(z′))e±kz′
dz′

である。

Charru ･ Hinch(2000) [3] によれば, (12)(14) 式で決まった ψ̂ の振る舞いは 3 つに大別される

[図 2]。kδi < 1 かつ kH > 1 の場合が「inviscid regime [3]」, kδi > 1 かつ kH > 1 の場合が

「deep viscous regime [3]」, kδi > kH かつ kH < 1の場合が「shallow viscous regime [3]」であ

る。

3つの領域それぞれにおける τb の漸近的な解を求める。τb の定義は以下の通りである。

τb = ρν

(
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=ĥeikx

+
∂w

∂x

∣∣∣∣
z=ĥeikx

)
(15)

線形な問題を考えているため, (15)式も線形化して考える。τb を τb ≃ τb 0 + τ̂be
ikx [τb 0 = ρνa]の

ような基準状態と摂動の和で置くことにすると,

図 2 kδi と kH による流れの場合分け
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2.1 地形の表面における流体の剪断応力 2 CHARRUモデル

τ̂b ≃ ρν ω̂y|z=0 (16)

のようになる。

shallow viscous regime における漸近的な解を求める。kδi ≪ 1 として Z(z) ≃ ei
π
6 δ−1

i z とし,

H ≪ 1としてエアリー関数を直線で近似すると,

τ̂b ≃ 4τb 0
ĥ

H
(17)

を得る。ここで, τ̂b ≃ τb 0(A+ iB)kĥのように置くと,

A+ iB =
4

kH
(18)

のようになる。

deep viscous regimeにおける漸近的な解を Charru et al.(2013) [1]より引用する。

A+ iB = 2 + i
1

2
(kδi)

−3 (19)

inviscid regimeにおける漸近的な解を Charru et al.(2013) [1]より引用する。

A+ iB = ei
π
6 γL(kδi)

−1 (20)

(γL(≃ 1.06)：定数)

次に, 乱流の場合を考える。

Charru et al.(2013) [1]によれば, inviscid regimeからさらに k を小さくすると乱流が発生する

[図 3]。乱流が生じる場合を「turbulent regime [1]」と呼ぶ。

turbulent regimeにおける漸近的な解を Charru et al.(2013) [1]より引用する。

A+ iB =
2 log2

(
π/2kz20

√
log(π/2kz0)

)
log3(δi/z0)

[
1 + 4γE + 2 log

(π
2

)
+ log

(
δi
z0

)
+ iπ

]
(21)

(z0：hydrodynamical roughness [1] 　 γE(≃ 0.577)：定数)

図 3 k による流れの場合分け
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2.2 地形の勾配 2 CHARRUモデル

2.1.2 地形の高さの解析

q = qsat(τb) というモデルを考え, 線形化する。ここで, h と τb を h ≃ ĥeσt+i(kx−ωt), τb ≃
τb 0 + τ̂be

σt+i(kx−ωt) のような基準状態と摂動の和で置くことにする。

qsat(τb) ≃ qsat|τb=τb 0
+
∂qsat
∂τb

∣∣∣∣
τb=τb 0

τ̂be
σt+i(kx−ωt)

= qsat|τb=τb 0
+ ϕbQ(A+ iB)kĥeσt+i(kx−ωt) (22)

ここで, ∂qsat/∂τb|τb=τb 0
= ϕbQ/τb 0 と置いた。hの式と (22)式を (1)式へ代入すると,

σ = QB(k)k2 (23)

が得られる。各パラメーターに地球における大気下の砂粒子で構成された地形の典型的な値 [表 1]

を用いると, (23)式の σ は極大値を持たないことが分かる [図 4の点線]。ここで, (19)(20)(21)式

の適用範囲は Charru et al.(2013) [1]を参考に決定した。

2.2 地形の勾配

地形の勾配 ∂xh と Saturated Flux qsat の間には, 負の相関が存在する。よって, q =

qsat(τb, ∂xh)というモデルを考え, 線形化する。

qsat(τb, ∂xh) ≃ qsat|τb 0,0
+
∂qsat
∂τb

∣∣∣∣
τb 0,0

τ̂be
σt+i(kx−ωt) +

∂qsat
∂(∂xh)

∣∣∣∣
τb 0,0

∂

∂x

(
ĥeσt+i(kx−ωt)

)
= qsat|τb 0,0

+ ϕbQ(A+ iB)kĥeσt+i(kx−ωt) − ϕbQSikĥe
σt+i(kx−ωt) (24)

ここで, ∂qsat/∂(∂xh)|τb 0,0
= −ϕbQS と置いた。hの式と (24)式を (1)式へ代入すると,

σ = Q(B(k)− S)k2 (25)

が得られる。(25)式の σ は k ∼ 104 (m−1) で極大値を持つ [図 4の破線]が, 地球上で観測されて

いる風紋･砂丘の波数とは一致しない。よって, 新たな効果を追加する必要があると考えられる。

ここで, S は以下のように与えている [図 5]。

S = − 1

ϕbQ

(
∂qsat
∂(∂xh)

)
τb

∣∣∣∣∣
τb 0,0

= − 1

ϕbQ

[
−
(
∂qsat
∂τb

)
∂xh

(
∂τb

∂(∂xh)

)
qsat

]∣∣∣∣∣
τb 0,0

≃ 1

τb 0

τb th|∂xh=0

tan θth|τb=τb 0

(26)
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2.3 Saturation Length 2 CHARRUモデル

図 4 k と σ の関係
[黄色･緑色･青色の線は A + iB の計算にそれぞれ (19)(20)(21) 式を用いたことを表す。]

ρ (kg/m3) ν (m2/s) z0 (m) τb 0 (Pa) τb th|∂xh=0 (Pa) θth|τb=τb 0
(◦) Lsat (m)

1.3 1.5× 10−5 ∼ 10−6 [1] 0.2 [1] 0.071 [4] 37 [1] ∼ 1 [1]

表 1 地球における大気下の砂粒子で構成された地形の典型的なパラメーター

ここで, τb th|∂xh=0は平らな地形上において砂粒子が動き出すときの τb, tan θth|τb=τb 0
は τb = τb 0

において砂粒子が止まるための地形の勾配である。

2.3 Saturation Length

砂粒子の動き出す位置と q = qsat となる位置の間には, 空間的なラグが存在する。よって, その

空間的なラグを特徴づける量として Saturation Length Lsat を置き, q(t, x) = qsat(τb(t, x −
Lsat), ∂xh(t, x− Lsat))というモデルを考え, 線形化する。

qsat(τb(t, x− Lsat), ∂xh(t, x− Lsat))

≃ qsat|τb 0,0
+ ϕbQ(A+ i(B − S))kĥeσt+i(k(x−Lsat)−ωt)

≃ qsat|τb 0,0
+ ϕbQ(A+ i(B − S))(1− ikLsat)kĥe

σt+i(kx−ωt) (27)
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3 西森モデル

図 5 S の算出に関する近似

ここで, kLsat ≪ 1として e−ikLsat ≃ 1− ikLsat とした。hの式と (27)式を (1)式へ代入すると,

σ = Q(B(k)− S −A(k)kLsat)k
2 (28)

が得られる。(28)式の σ は k ∼ 10−1 (m−1) で極大値を持ち [図 4の実線], 地球上で観測されてい

る砂丘の波数と凡そ一致する。

3 西森モデル

西森モデルは, 砂粒子の運動の素過程をベースにセルオートマトンで地形の形状を再現すること

を目標に作られた。ここで, 砂粒子の運動の素過程を列挙する。

Creep (表面這行) Saltation (飛行) Suspension (浮遊)

西森モデルでは, Suspensionの効果が風紋の形成に影響を及ぼさないと仮定し, q = qcre+ qsal

というモデルを考える。ここで, qcre は Creep で運動している砂の体積フラックス, qsal は

Saltationで運動している砂の体積フラックスである。また, qsal について,

qsal(t, x) =

∫ ∞

−∞
qoutsal (t, x

′) 1(x′,x′+l(t,x′)](x) dx
′

のようなモデル式を立てる*4。ここで, qoutsal は地形から飛び出す砂の体積フラックス, l はそのフ

ラックスの影響距離である。まとめると,

*4 1A(x)は指示関数であり, x ∈ Aならば 1A(x) = 1, x /∈ Aならば 1A(x) = 0である。
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3 西森モデル

q(t, x) = qcre(t, x) +

∫ ∞

−∞
qoutsal (t, x

′) 1(x′,x′+l(t,x′)](x) dx
′ (29)

のようになる。この (29)式を xで微分すると,

∂q(t, x)

∂x
=
∂qcre(t, x)

∂x
+ qoutsal (t, x)−

∫ ∞

−∞
qoutsal (t, x

′) δ(x′ + l(t, x′)− x) dx′ (30)

が得られる。

今回, (30)式において xと x′ が 1対 1に対応する場合を考える。このとき,

x(t, x′) = x′ + l(t, x′) (31)

∂q(t, x)

∂x
=
∂qcre(t, x)

∂x
+ qoutsal (t, x)− qoutsal (t, x

′)
∂x′

∂x

≃ ∂qcre(t, x)

∂x
+ qoutsal (t, x)− qoutsal (t, x

′)

(
1− ∂l(t, x′)

∂x′

)
(32)

となる。ここで, ∂l(t, x′)/∂x′ ≪ 1として ∂x′/∂x = (∂x/∂x′)
−1 ≃ 1− ∂l(t, x′)/∂x′ とした。

qcre(∂xh), q
out
sal = qoutsal 0 [qoutsal 0：定数], l(h) というモデルを考え, 線形化する。ここで, h を

h ≃ ĥeσt+i(kx−ωt) のような摂動で置くことにする。

qcre(∂xh) ≃ qcre|∂xh=0 +
∂qcre
∂(∂xh)

∣∣∣∣
∂xh=0

∂

∂x

(
ĥeσt+i(kx−ωt)

)
= qcre|∂xh=0 − ϕbQcreikĥe

σt+i(kx−ωt) (33)

l(h) ≃ l|h=0 +
∂l

∂h

∣∣∣∣
h=0

ĥeσt+i(kx−ωt)

= l0 + ϕbT ĥe
σt+i(kx−ωt) (34)

ここで, ∂qcre/∂(∂xh)|∂xh=0 = −ϕbQcre, l|h=0 = l0, ∂l/∂h|h=0 = ϕbT と置いた。これらの式を

(32)式へ代入すると,

∂q(t, x)

∂x
≃ ϕb

(
Qcrek + qoutsal 0Tie

−ikl(t,x′)
)
kĥeσt+i(kx−ωt)

≃ ϕb
(
Qcrek + qoutsal 0Tie

−ikl0
)
kĥeσt+i(kx−ωt)

= ϕb
(
Qcrek + qoutsal 0T sin kl0 + iqoutsal 0T cos kl0

)
kĥeσt+i(kx−ωt) (35)

のようになる。ここで, 最終的に l(t, x′) ≃ l0 とした。hの式と (35)式を (1)式へ代入すると,
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σ = −
(
Qcrek + qoutsal 0T sin kl0

)
k (36)

が得られる。3πQcre/2l0 − qoutsal 0T < 0ならば, (36)式の σ は k ≃ 3π/2l0 で正の最大値となる。

4 終わりに

筆者の理解では, Charru et al.(2013) [1] は流体力学と熱力学を結びつける局所平衡の考えから

モデルを作成した。そして, 局所的な定常状態が空間的に Lsat 遅れるとすることで砂丘の波長を

説明することができた [図 6]。

図 6 筆者の考える流体と砂粒子で構成された地形の対応
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