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２階の微分方程式を満たす直交多項式は、Hermite、Laguerre、Jacobi の３種類である
（Bochner’s theorem

https://en.wikipedia.org/wiki/Bochner%27s_theorem_(orthogonal_polynomials)

）。ただし、多項式のすべての次数が備わって完備系をなすという制約が付いている。この制約
が欠けていると、ほかにも無限に直交多項式ができる。これら Hermite、Laguerre、Jacobi の
多項式を古典直交多項式という。Jacobi 多項式は、その特別な場合として、Chebyshev 多項式、
Legendre 多項式、Gegenbauer 多項式を含む。このノートは、それらを勉強した時に書き足し
ていく。
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第 1章

一般論と準備

ここでは直交多項式の一般論と用語や公式の準備をしておく。

1.1 直交多項式の定義と性質
古典直交多項式の定義や定義としても使える性質には以下の 10通りくらいがある。このうち

のどれかを定義として採用し、他の性質はそこから導くことになる。

重み関数 関数空間の内積を定義域 a ≤ x ≤ b の範囲で重み関数 w(x) を使って

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

w(x)f(x)g(x)dx (1.1)

のように導入し、n 次多項式 ϕn(x) を多項式系 {1, x, x2, . . . , xn} からグラム・シュミッ
トの直交化を使って構成していく。大きさは、ノルムもしくは最高次の項の係数を与える
などして決める。直交多項式の名前にふさわしい定義であるが、グラム・シュミットの直
交化を具体的に行うのは煩雑である。

Rodrigues 表示 n 次の直交多項式 ϕn(x) の一般項を

ϕn(x) =
Nn

w(x)

dn

dxn
[w(x)β(x)n] (1.2)

の形で書くのが Rodrigues 表示である。ここで、Nn は n に依存する係数で、β(x) は x

の高々２次の多項式である。Rodrigues 表示からは、直交性を簡単に示すことができるし
（1.2 節）、微分していくだけで各次数の多項式が比較的容易に求められるメリットがある。

母関数 n 次の直交多項式を ϕn(x) とするとき

S(x, z) =

∞∑
n=0

cnϕn(x)z
n (1.3)

の形の関数を母関数という。ここで、cn は、n に依存する係数である。母関数を直交多項
式の定義として使うのは、唐突な感じがするが、スマートにいろいろな性質を求めること
ができる。
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積分表示式 何らかの積分の形で与える。
昇降演算子を用いた漸化式 n を一つずつ上げ下げする演算子を用いて定義をする。上昇演算子

が与えられれば、最初の１項を与えることで、順次、高次の多項式を計算できる。
三項漸化式 n− 1、n、n+ 1 次の直交多項式を結び付ける

ϕn+1(x) = (Anx+Bn)ϕn(x)− Cnϕn−1(x) (1.4)

という形の関係（1.4 節）。ここで、An, Bn, Cn は n に依存する係数で、たとえば、
ϕ−1(x) = 0、ϕ0(x) = 1 として、n ≥ 1 の項を順次決めていく。足し算、引き算、掛け算
だけで順繰りに多項式が求められるという意味では、便利である。An−1AnCn > 0 の場
合は直交多項式になることが知られている（Favard の定理、1.4 節）が、具体的に重み関
数を見出すのは難しい。

２階微分方程式の解 古典直交多項式は、２階微分方程式の解になっている。物理学では、直交
多項式を微分方程式の解を書くのに使うことが多いから、物理学の問題から自然に導入さ
れる。

陽的な一般式 最も直接的な定義だが、たいてい煩雑で見通しが悪い。一般式から重み関数を見
出すのも難しい。

超幾何関数の特殊ケース 古典直交多項式は超幾何関数の特殊ケースとみなすことができる。
連続群の表現もしくは表現の基底 古典直交多項式は、何らかの群の表現の一部、あるいは表現

の基底の一部として現れる。

このノートは、個別の直交多項式に出会った時に、少しずつ書き足していったものなので、全
体の統一が取れていないが、Rodrigues 表示を定義として採用することが多い。重み関数から割
と自然に定義できるし、具体的に直交関数系を計算するのも比較的容易だし、すっきりしている
し、他の性質を導くのも系統的に行えるからである。このノートでは、古典直交多項式を網羅し
たわけでもないし、上の 10 の性質のすべてを書いたわけでもない。
以下では、Rodrigues 表示に関する一般的なことをいくつか書いておく。

1.2 Rodrigues 表示と直交性
Rodrigues 表示で定義される関数 ϕn(x) が確かに n次多項式になることと、Rodrigues 表示
から直交性が導かれることを示しておく。ただし、以下に書くように、そうなるためには w(x)

と β(x) に対してある条件が必要である。
重み関数が w(x) で、a < x < b で定義された関数系 ϕn(x) が Rodrigues 表示

ϕn(x) =
Nn

w(x)

dn

dxn
[w(x)β(x)n] (1.5)

で表されるものとする。ここで、Nn は、n に依存する係数で、β(x) は x の高々 2 次の多項式
である。
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1.2. Rodrigues 表示と直交性 2026年 9月 2日

補題 重み関数 w(x) の導関数が
w′(x)

w(x)
=

α(x)

β(x)
(1.6)

（ここで、α(x) は x の高々 1 次の多項式である）と表示できるならば、

Cn,k(x) =
1

w(x)β(x)n−k

dk

dxk
[w(x)β(x)n] (1.7)

は高々 k 次の多項式である。
証明 数学的帰納法を用いる。

まず、k = 0 のとき、

Cn,0(x) =
1

w(x)β(x)n
[w(x)β(x)n] = 1 (1.8)

は 0 次の多項式である。
次に Cn,k(x) が高々 k 次の多項式であるとすると、

Cn,k+1(x) =
1

w(x)β(x)n−k−1

dk+1

dxk+1
[w(x)β(x)n]

=
1

w(x)β(x)n−k−1

d

dx

[
w(x)β(x)n−kCn,k(x)

]
=

1

w(x)β(x)n−k−1

[
w′(x)β(x)n−kCn,k(x)

+w(x)(n− k)β′(x)β(x)n−k−1Cn,k(x) + w(x)β(x)n−kC ′
n,k(x)

]
= [α(x) + (n− k)β′(x)]Cn,k(x) + β(x)C ′

n,k(x)

(1.9)

ゆえ、Cn,k+1(x) は高々 k + 1次の多項式である。これで、補題が示された。

この補題から、とくに以下の定理が成り立つことが直ちにわかる。

定理 ϕn(x) = NnCn,n(x) は高々 n次の多項式である。

次に、直交性を確かめる。

定理 (1.5) で定義される多項式系 {ϕn(x)} は直交多項式である。すなわち、m ̸= l のとき
⟨ϕm, ϕl⟩ = 0 となる。ただし、重み関数 w(x) は

w′(x)

w(x)
=

α(x)

β(x)
(1.10)

（ここで、α(x) は x の高々 1次の多項式、β(x) は高々 2次の多項式である）と表示でき、

lim
x→a

w(x)β(x) = 0 (1.11a)

lim
x→b

w(x)β(x) = 0 (1.11b)

となるものとする。
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1.3. Goursat の公式 2026年 9月 2日

証明 以下、m > l として直交性を示す（m < l のときは入れ替えればよいだけ）。

⟨ϕm, ϕl⟩ =
∫ b

a

w(x)ϕm(x)ϕl(x)dx

= Nm

∫ b

a

dm

dxm
[w(x)β(x)m]ϕl(x)dx

= Nm

{[
dm−1

dxm−1
[w(x)β(x)]ϕl(x)

]b
a

−
∫ b

a

dm−1

dxm−1
[w(x)β(x)m]

d

dx
ϕl(x)dx

}
= · · ·

= Nm


[

m∑
k=1

(−1)k−1 dm−k

dxm−k
[w(x)β(x)]

dk−1

dxk−1
ϕl(x)

]b
a

+(−1)m
∫ b

a

w(x)β(x)m
dm

dxm
ϕl(x)dx

}

= Nm


[

m∑
k=1

(−1)k−1w(x)β(x)kCm,m−k(x)
dk−1

dxk−1
ϕl(x)

]b
a

+(−1)m
∫ b

a

w(x)β(x)m
dm

dxm
ϕl(x)dx

}
= 0

(1.12)

最後の等式は、(1) 境界項は wβ に多項式を乗じた形をしている（補題によって、Cm,m−k

はたかだか m − k 次の多項式）から 0 になり、(2) 積分項は ϕl が l 次多項式でそれを
m(> l) 回微分すると 0 になることから 0 になる、ということでわかる。

w(x) が定義域の両端で 0 にならなければ、β(x) = (x− a)(b− x) の形になる。

1.3 Goursat の公式
直交多項式の Rodrigues 表示から母関数や積分表示式を求めるときに、以下の Goursat の公
式をしばしば用いることになる（証明略）。

定理 正則函数 f(z) の n 階導関数に関して

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
C

f(t)

(t− z)n+1
dt (1.13)

ただし、C は t = z を正の向きに一周する任意の閉曲線である。
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1.4. 三項漸化式 2026年 9月 2日

1.4 三項漸化式
定理 直交多項式系では

ϕn+1(x) = (Anx+Bn)ϕn(x)− Cnϕn−1(x) (1.14)

という形の三項漸化式が存在する。
証明 ϕn(x) は n 次多項式だから、xϕn(x) は、

xϕn(x) =
n+1∑
j=0

αjϕj(x) (1.15)

の形で書ける。この両辺の ϕj(x)、j ≤ n− 2 との内積を取ると、直交性から

⟨xϕn, ϕj⟩ = αj⟨ϕj , ϕj⟩ (1.16)

となる。ところが、左辺は

⟨xϕn, ϕj⟩ = ⟨ϕn, xϕj⟩ = 0 (1.17)

である。というのも、直交多項式は、多項式系 {1, x, x2, . . . } にグラム・シュミットの直
交化を施して作ったものと考えられるから、ϕn は n− 1 次以下のすべての多項式と直交
するからである。したがって、

αj = 0 for j ≤ n− 2 (1.18)

である。そこで、

xϕn(x) = αn+1ϕn+1(x) + αnϕn(x) + αn−1ϕn−1(x) (1.19)

と書ける。係数の記号を取り直すと (1.14) の形になる。

次に示す定理は、上の逆である。

定理 (Favard の定理) 三項漸化式

ϕn+1(x) = (Anx+Bn)ϕn(x)− Cnϕn−1(x) (1.20)

ϕ0(x) = 1, ϕ−1(x) = 0 (1.21)

が与えられると、
L[ϕn(x)ϕm(x)] = 0 if n ̸= m (1.22)

となるような線形汎関数 L が存在する。An−1AnCn > 0 であれば、L[ϕn(x)ϕn(x)] > 0

となる。
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注 線形汎関数 L と言っているのは、

L[f(x)] =
∫ b

a

w(x)f(x)dx (1.23)

の形の積分を想定している。すると、内積は

⟨f, g⟩ = L[f(x)g(x)] (1.24)

と書ける。しかし、証明では具体的に重み関数 w(x) を決めるわけではなく、線形である
という性質しか使わないので、上のような形で定理が書かれている。

証明 線形汎関数は、基底に対する作用を決めることで決められる。それを

L[ϕ0(x)] = 1 (1.25)

L[ϕn(x)] = 0 for n ≥ 1 (1.26)

に選ぶ。これで L が決まったので、これが L[ϕn(x)ϕm(x)] = 0 for n ̸= m を与えること
を示せばよいのだが、そのために ϕn(x) が n よりも小さなm に対して L[xmϕn(x)] = 0

となることを示す。
三項漸化式を

Anxϕn(x) = ϕn+1(x)−Bnϕn(x) + Cnϕn−1(x) (1.27)

と書き直して、両辺に L を演算すると、

AnL[xϕn(x)] = 0 for n ≥ 2 (1.28)

を得る。なぜなら右辺の各項が (1.26) により 0 になるからである。n = 1 の時だけは

A1L[xϕ1(x)] = C1L[ϕ0(x)] = C1 (1.29)

となる。
同様に、三項漸化式の両辺に x を掛けたもの

Anx
2ϕn(x) = xϕn+1(x)−Bnxϕn(x) + Cnxϕn−1(x) (1.30)

と書き直して、両辺に L を演算すると、

A2L[x2ϕ2(x)] = C2L[ϕ1(x)] = C2
C1

A1
(1.31)

AnL[x2ϕn(x)] = 0 for n ≥ 3 (1.32)

となる。
これを繰り返していくと、

AnL[xnϕn(x)] = CnL[xn−1ϕn−1(z)] = Cn
Cn−1 · · ·C2 · C1

An−1 · · ·A2 ·A1
(1.33)

AnL[xmϕn(x)] = 0 for n > m (1.34)

12
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を得る。An ̸= 0 ゆえ、

L[xnϕn(x)] =
Cn · Cn−1 · · ·C2 · C1

An ·An−1 · · ·A2 ·A1
(1.35)

L[xmϕn(x)] = 0 for n > m (1.36)

であり、ϕm(x) は m 次多項式で、xm の係数は Am−1 · · ·A2 ·A1 ·A0 だから

L[ϕn(x)ϕn(x)] =
A0

An
Cn · Cn−1 · · ·C2 · C1 (1.37)

L[ϕm(x)ϕn(x)] = 0 for n > m (1.38)

となる。ϕn と ϕm は入れ替えて良いから、

L[ϕn(x)ϕm(x)] =
A0

An
Cn · Cn−1 · · ·C2 · C1δnm (1.39)

を得る。L[ϕn(x)ϕn(x)] > 0 であるためには、(An−1/An)Cn > 0 であればよい。すなわ
ち、An−1AnCn > 0 であればよい。

注 このように、三項漸化式から、それが与える多項式系が直交多項式になるような内積を決
めることはできるのだが、具体的に重み関数 w(x) を求めるのはそう簡単ではない。

1.5 参考文献
• [ 本 ] Brian George Spencer Doman (2016) The Classical Orthogonal Polynomials,

World Scientific, New Jersey の１章
• [ 本 ] 犬井鉄郎 (1962) 特殊関数 （岩波全書 252）, 岩波書店.

• [ 雑誌記事 ] 佐々木隆 (2025) 直交多項式と特殊関数, 数理科学, 63(6), 44-51.

• [ YouTube ] 朔望カヤ (2025) 直交多項式にロドリゲスの公式が存在する条件,

https://www.youtube.com/watch?v=QRNbK5VuCVo.
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第 2章

Chebyshev 多項式

第１種チェビシェフ多項式*1は、三角関数の親戚で使いやすいし、有限区間の関数の近似とし
ては Fourier 級数よりも性質が良いので、しばしば数値計算に利用される。

2.1 三角関数による定義
いろいろな定義があるが、三角関数による定義は、−1 ≤ x ≤ 1 において

Tm(x) = cos[m arccos(x)] (2.1)

である。この定義が実用的には最も便利である。すぐにわかること：

• あとで具体的に示すが、cosmθ は、倍角公式や３倍角公式等の作り方を考えると、cos θ

の m 次多項式になることがわかるので、Tm(x) は m 次多項式である。
• 端点での値

Tm(1) = 1 (2.2)

Tm(−1) = (−1)m (2.3)

• 値域
max

−1≤x≤1
|Tm(x)| = 1 (2.4)

2.2 直交性
次の直交性がある。

∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)
dx√
1− x2

=

 π (n = m = 0)
(π/2) (n = m ̸= 0)
0 (n ̸= m)

(2.5)

*1 英語では Chebyshev と綴られることが多いが、Tschebyscheff などと綴ることもある。Wikipedia は Cheby-

shev。



2.3. 具体的な多項式による表現 2026年 9月 2日

これは左辺を具体的に計算することでわかる。x = cos θ と置くと、∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)
dx√
1− x2

=

∫ π

0

cos(mθ) cos(nθ)dθ

=
1

2

∫ π

0

{cos[(m+ n)θ] + cos[(m− n)θ]} dθ

=

 π (n = m = 0)
π
2 (n = m ̸= 0)
0 (n ̸= m)

(2.6)

となる。

2.3 具体的な多項式による表現
まず、m が小さいときの具体的な表式を求めてゆく。x = cos θ とすると、

Tm = cos(mθ) (2.7)

ゆえ、
T0 = 1

T1 = cos θ = x

T2 = cos 2θ = ℜe2iθ = ℜ(cos θ + i sin θ)2

= cos2 θ − sin2 θ = 2 cos2 θ − 1 = 2x2 − 1

T3 = cos 3θ = ℜe3iθ = ℜ(cos θ + i sin θ)3

= cos3 θ − 3 cos θ sin2 θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ = 4x3 − 3x

T4 = cos 4θ = ℜe4iθ = ℜ(cos θ + i sin θ)4

= cos4 θ − 6 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

= cos4 θ − 6 cos2 θ(1− cos2 θ) + (1− cos2 θ)2

= 8 cos4 θ − 8 cos2 θ + 1

= 8x4 − 8x2 + 1

T5 = cos 5θ = ℜe5iθ = ℜ(cos θ + i sin θ)5

= cos5 θ − 10 cos3 θ sin2 θ + 5 cos θ sin4 θ

= cos5 θ − 10 cos3 θ(1− cos2 θ) + 5 cos θ(1− cos2 θ)2

= 16 cos5 θ − 20 cos3 θ + 5 cos θ

= 16x5 − 20x3 + 5x

(2.8)

16



2.3. 具体的な多項式による表現 2026年 9月 2日

が得られる。まとめると、
T0(x) = 1 (2.9)

T1(x) = x (2.10)

T2(x) = 2x2 − 1 (2.11)

T3(x) = 4x3 − 3x (2.12)

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1 (2.13)

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x (2.14)

となる。グラフは Wikipedia ”Chebyshev polynomials” 参照。
以上の手順から、m が一般の場合の具体的な表式を求めることもできる。

Tm = cosmθ = ℜeimθ = ℜ(cos θ + i sin θ)m

=

⌊m/2⌋∑
k=0

(
m
2k

)
(−1)k cosm−2k θ sin2k θ

=

⌊m/2⌋∑
k=0

(
m
2k

)
(−1)k cosm−2k θ(1− cos2 θ)k

=

⌊m/2⌋∑
k=0

(
m
2k

)
(−1)k cosm−2k θ

k∑
l=0

(−1)l
(

k
l

)
cos2l θ

=

⌊m/2⌋∑
k=0

k∑
l=0

(
m
2k

)(
k
l

)
(−1)k−l cosm−2(k−l) θ

(2.15)

ここで、⌊α⌋ は α の整数部分である。n = k− l として、l の代わりに n で和をとることにして、
和を取る順序を入れ替えると、

Tm =

⌊m/2⌋∑
n=0

⌊m/2⌋∑
k=n

(
m
2k

)(
k
n

)
(−1)n cosm−2n θ (2.16)

となる。さらに二項係数の間に成り立つ等式（Gould, 2010)

⌊m/2⌋∑
k=n

(
m
2k

)(
k
n

)
=

m2m−2n−1

m− n

(
m− n

n

)
(2.17)

（ここで、n ≤ ⌊m/2⌋ で、m ̸= 0 とする*2）を用いると、

Tm =

⌊m/2⌋∑
n=0

m2m−2n−1

m− 2

(
m− n

n

)
　 (−1)n cosm−2n θ

=
m

2

⌊m/2⌋∑
n=0

(−1)n
(m− n− 1)!

n!(m− 2n)!
(−1)n(2 cos θ)m−2n

=
m

2

⌊m/2⌋∑
n=0

(−1)n
(m− n− 1)!

n!(m− 2n)!
(−1)n(2x)m−2n

(2.18)

*2 m = 0 だと右辺の分母にある m− n が 0 になってしまう。
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が得られる。ただし、m ̸= 0 とする。

2.4 漸化式
2.4.1 三項漸化式
漸化式を導く。

Tm+1(x) = cos[(m+ 1) arccos(x)] (2.19)

Tm−1(x) = cos[(m− 1) arccos(x)] (2.20)

ゆえ
Tm+1(x) + Tm−1(x) = 2 cos[m arccos(x)] cos[arccos(x)] = 2xTm(x) (2.21)

となるから、三項漸化式
Tm+1(x) = 2xTm(x)− Tm−1(x) (2.22)

が得られる。初項は上で見たように

T0(x) = 1 (2.23)

T1(x) = x (2.24)

である。
漸化式を利用しても m が小さいときの具体的な表式として

T0(x) = 1 (2.25)

T1(x) = x (2.26)

T2(x) = 2x2 − 1 (2.27)

T3(x) = 4x3 − 3x (2.28)

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1 (2.29)

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x (2.30)

が得られる。
漸化式 (2.22) をもう少し一般化してみよう。

Tn+m(x) = cos[(n+m) arccos(x)] (2.31)

Tn−m(x) = cos[(n−m) arccos(x)] (2.32)

ゆえ

Tn+m(x) + Tn−m(x) = 2 cos[n arccos(x)] cos[m arccos(x)] = 2Tn(x)Tm(x) (2.33)

となるから、漸化式
Tn+m(x) + Tn−m(x) = 2Tn(x)Tm(x) (2.34)

が得られる。
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2.4.2 三項漸化式の微分
漸化式 (2.22) を微分してゆくと、微分に対する漸化式

dTm+1

dx
= 2Tm + 2x

dTm

dx
− dTm−1

dx
(2.35)

が得られる。初項は
dT0

dx
= 0 (2.36)

dT1

dx
= 1 (2.37)

である。
もう一度微分すると、

d2Tm+1

dx2
= 4

dTm

dx
+ 2x

d2Tm

dx2
− d2Tm−1

dx2
(2.38)

が得られる。初項は

d2T0

dx2
= 0 (2.39)

d2T1

dx2
= 0 (2.40)

である。

2.4.3 微分漸化式その１

Tm(x) = cos[m arccos(x)] (2.41)

を x で微分すると
d

dx
Tm(x) = m

sin[m arccos(x)]√
1− x2

(2.42)

である。一方、

Tm+1(x) = cos[(m+ 1) arccos(x)] (2.43)

Tm−1(x) = cos[(m− 1) arccos(x)] (2.44)

ゆえ

Tm+1(x)− Tm−1(x) = −2 sin[m arccos(x)] sin[arccos(x)] = −2 sin[m arccos(x)]
√

1− x2

(2.45)

となるから、
(1− x2)

d

dx
Tm(x) =

m

2
[Tm−1(x)− Tm+1(x)] (2.46)
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が得られる。ただし、これが使えるのは m ≥ 1 のときで　m = 0 のときは
dT0

dx
= 0 (2.47)

である。
２階微分も見ておこう。式 (2.46) の両辺をもう一度微分すると

(1− x2)
d2

dx2
Tm(x)− 2x

d

dx
Tm(x) =

m

2

[
d

dx
Tm−1(x)−

d

dx
Tm+1(x)

]
(2.48)

となる。これにもう一度式 (2.46) を適用すると、

(1− x2)
d2

dx2
Tm(x)−m

x

1− x2
[Tm−1(x)− Tm+1(x)]

=
m

4(1− x2)
[(m− 1){Tm−2(x)− Tm(x)} − (m+ 1){Tm(x)− Tm+2(x)}]

(2.49)

となり、整理すると

4(1− x2)2
d2

dx2
Tm(x)

= m [(m− 1)Tm−2(x) + 4xTm−1(x)− 2mTm(x)− 4xTm+1(x) + (m+ 1)Tm+2(x)](2.50)

が得られる。ただし、これが使えるのは m ≥ 2 のときで　m = 0, 1 のときは

d2T0

dx2
= 0 (2.51)

d2T1

dx2
= 0 (2.52)

である。

2.4.4 微分漸化式その２

Tm+1 = cos[(m+ 1)θ] (2.53)

Tm−1 = cos[(m− 1)θ] (2.54)

x = cos(θ) (2.55)

ゆえ、
1

m+ 1

dTm+1

dx
− 1

m− 1

dTm−1

dx
=

1

sin θ
{sin[(m+ 1)θ]− sin[(m− 1)θ]}

= 2 cos(mθ)

= 2Tm

(2.56)
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が成立する。m = 0, 1 の項とともに整理して書くと

T0 =
dT1

dx

2T1 =
1

2

dT2

dx

2Tm =
1

m+ 1

dTm+1

dx
− 1

m− 1

dTm−1

dx
(m ≥ 2)

(2.57)

となる。
あるいは、番号を一つずつずらすと

dTm

dx
= 2mTm−1 +

m

m− 2

dTm−2

dx
(2.58)

となる。

2.4.5 昇降演算子
漸化式 (2.22) と (2.46) から

Tm−1(x) = S−
mTm(x) =

[
x+

1

m
(1− x2)

d

dx

]
Tm(x) (2.59)

Tm+1(x) = S+
mTm(x) =

[
x− 1

m
(1− x2)

d

dx

]
Tm(x) (2.60)

が得られる。

2.4.6 積分漸化式
微分漸化式 (2.57) を一度不定積分すると∫

T0(x)dx = T1(x) + C (2.61)∫
T1(x) =

1

4
T2(x) + C (2.62)∫

Tm(x)dx =
1

2

[
Tm+1(x)

m+ 1
− Tm−1(x)

m− 1

]
+ C (m ≥ 2) (2.63)

を得る。ただし、C は積分定数である。漸化式 (2.22) を用いると、m ≥ 2 として∫
Tm(x)dx =

m

m2 − 1
Tm+1(x)−

x

m− 1
Tm(x) + C (2.64)∫

Tm(x)dx =
x

m+ 1
Tm(x)− m

m2 − 1
Tm−1(x) + C (2.65)

とも書き直すことができる。
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全領域での定積分は、m = 0, 1 のとき∫
T0(x)dx = T1(1)− T1(−1) = 2 (2.66)∫

T1(x) =
1

4
(T2(1)− T2(−1)) = 0 (2.67)

m ≥ 2 のとき∫ 1

−1

Tm(x)dx =
1

2

[
Tm+1(1)− Tm+1(−1)

m+ 1
− Tm−1(1)− Tm−1(−1)

m− 1

]
=

1

2

[
1− (−1)m+1

m+ 1
− 1− (−1)m−1

m− 1

]
= −[1− (−1)m+1]

1

m2 − 1

=

{
− 2

m2−1 (even m)

0 (odd m)

(2.68)

となる。

2.5 チェビシェフ展開
2.5.1 チェビシェフ展開と展開係数
チェビシェフ多項式は直交多項式なので、−1 ≤ x ≤ 1 で定義された関数 F (x) を展開するこ
とができる*3。

F (x) =
1

2
f̃0T0(x) +

∞∑
m=1

f̃mTm(x) (2.69)

直交性を使うと、展開係数は

f̃m =
2

π

∫ 1

−1

F (x)Tm(x)
dx√
1− x2

(2.70)

と書くことができる。展開係数の積分で x = cos θ により変数変換を行うと、

f̃m =
2

π

∫ π

0

F (cos θ)Tm(cos θ)dθ (2.71)

と書くこともできる。

2.5.2 チェビシェフ多項式の微分のチェビシェフ展開
チェビシェフ展開もしくは補間を使った数値計算をするときには、チェビシェフ多項式の微分
のチェビシェフ展開が必要になる。それを求めておく。

*3 厳密に言えば、完全性を示さないといけないが、省略する。

22



2.6. チェビシェフ補間 2026年 9月 2日

まずは１階微分から。
dTn(x)

dx
=

dθ

dx

dTn(cos θ)

dθ

= − 1

sin θ

d cos(nθ)

dθ

=
n sin(nθ)

sin θ

= n
einθ − e−inθ

eiθ − e−iθ

= n
[
ei(n−1)θ + ei(n−3)θ + · · ·+ e−i(n−3)θ + e−i(n−1)θ

]
=

{
2n [cos(n− 1)θ + cos(n− 3)θ + · · ·+ cos θ] (even n)
2n
[
cos(n− 1)θ + cos(n− 3)θ + · · ·+ cos θ + 1

2

]
(odd n)

=

{
2n [Tn−1(x) + Tn−3(x) + · · ·+ T1(x)] (even n)
2n
[
Tn−1(x) + Tn−3(x) + · · ·+ T1(x) +

1
2T0(x)

]
(odd n)

=

{
2n
∑n−1

j=1,odd Tj(x) (even n)

2n
[∑n−1

j=2,even Tj(x) +
1
2T0(x)

]
(odd n)

(2.72)

次に、２階微分は以下のようになる。T0 が定数であることに注意すると

d2Tn

dx2
=

{
2n
∑n−1

j=1,odd
dTj(x)

dx (even n)

2n
∑n−1

j=2,even
dTj(x)

dx (odd n)

=

{
2n
∑n−1

j=1,odd 2j
[∑j−1

k=2,even Tk(x) +
1
2T0(x)

]
(even n)

2n
∑n−1

j=2,even 2j
∑j−1

k=1,odd Tk(x) (odd n)

=

{
4n
[∑n−2

k=2,even

∑n−1
j=k+1,odd jTk(x) +

∑n−1
j=1,odd

j
2T0(x)

]
(even n)

4n
∑n−2

k=1,odd

∑n−1
j=k+1,even jTk(x) (odd n)

=

{
4n
[∑n−2

k=2,even
n2−k2

4 Tk(x) +
n2

8 T0(x)
]

(even n)

4n
∑n−2

k=1,odd
n2−k2

4 Tk(x) (odd n)

=

{
n
[∑n−2

k=2,even(n
2 − k2)Tk(x) +

n2

2 T0(x)
]

(even n)

n
∑n−2

k=1,odd(n
2 − k2)Tk(x) (odd n)

(2.73)

となる。

2.6 チェビシェフ補間
チェビシェフ多項式を使って補間を行うことを考える。多項式補間ということは Lagrange

補間の一種なのだが、とくにチェビシェフ補間というときは、標本点 sampling points（選点
collocation points）として、チェビシェフ多項式の零点 (Gauss 選点) もしくはチェビシェフ多
項式の微分の零点 (Gauss-Lobatto 選点) を用いる。Gauss 選点と Gauss-Lobatto 選点を比べ
ると、Gauss-Lobatto 選点は両端の点を含んでいるのが利点である。
チェビシェフ補間には、有限区間の関数の近似として以下の２つの優れた特徴がある。
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• 両端付近で近似が悪くならない。近似誤差が区間全体で満遍なく同程度になるほぼ
minimax 近似になっている。
– 等間隔の標本点を使う Lagrange 補間では Runge の現象が起きて、端付近で補間関
数が暴れてしまいがちだが、チェビシェフ補間では端の方が密な標本点を使うことに
よって、それが抑えられる。

– フーリエ級数展開では両端で Gibbs の現象が起きて、端付近で級数が暴れてしまい
がちである。たとえ両端で値が同じになるような関数をフーリエ級数展開しても、有
限項だと自動的に両端で２階微分も 0 になってしまう。このため、両端で値は 0 だ
が２階微分が 0 でないような関数をフーリエ級数展開すると、やはり端付近で精度が
悪くなる。チェビシェフ補間は多項式補間なので、このようなことはない。

• 選点上ではチェビシェフ多項式が位相が等間隔の三角関数になるので、展開係数を決める
のに FFT が使える。

2.6.1 Chebyshev-Gauss 補間
2.6.1.1 Gauss 選点直交性
N 次のチェビシェフ多項式

TN = cos(Nθ) (2.74)

x = cos θ (2.75)

の零点を Gauss 選点 (Chebyshev-Gauss grid points) という。それらは、k = 1, . . . , N として、

θk =
2N − 2k + 1

2N
π (2.76)

xk = cos

(
2N − 2k + 1

2N
π

)
(2.77)

の N 個の点である。これらの点は θ ∈ [π, 0] について等間隔である。
m 次のチェビシェフ多項式 (0 ≤ m ≤ N − 1) においては、

Tm = cos(mθ) (2.78)

x = cos θ (2.79)

ゆえ、Gauss 選点で
Tm(xk) = cos

(
m
2N − 2k + 1

2N
π

)
(2.80)

ということになる。
選点直交性とは、0 ≤ n,m ≤ N − 1 として、

N∑
k=1

Tm(xk)Tn(xk) =

 N (n = m = 0)
(N/2) (n = m ̸= 0)
0 (n ≠ m)

(2.81)
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となる性質のことである。実際に左辺を計算することでこの性質を示す。
N∑

k=1

Tm(xk)Tn(xk) =
N∑

k=1

cos

(
m
2N − 2k + 1

2N
π

)
cos

(
n
2N − 2k + 1

2N
π

)

=
1

2

N∑
k=1

[
cos

(
(m+ n)

2N − 2k + 1

2N
π

)
+cos

(
(m− n)

2N − 2k + 1

2N
π

)]
(2.82)

ここで、このような cosine の和がどうなるかを考える。l を整数で 1 < l < 2N とすると、
N∑

k=1

cos

(
l
2N − 2k + 1

2N
π

)
=

N∑
k=1

cos

(
l
2k − 1

2N
π

)

=
N∑

k=1

ℜ exp

(
il
2k − 1

2N
π

)

= ℜ
N∑

k=1

exp

(
il
2k − 1

2N
π

)
= ℜei(l/2N)π 1− eilπ

1− ei(l/N)π

= −ℜ 1− (−1)l

ei(l/2N)π − e−i(l/2N)π

= [1− (−1)l]ℜ i

2

1

sin((l/2N)π)

= 0

(2.83)

となるので、cosine の和は、l = 0 すなわち n = m のところ以外では 0 となることがわかる。
そこで、

N∑
k=1

Tm(xk)Tn(xk) =
1

2

N∑
k=1

[
cos

(
(m+ n)

2N − 2k + 1

2N
π

)
+cos

(
(m− n)

2N − 2k + 1

2N
π

)]

=

 N (n = m = 0)
(N/2) (n = m ̸= 0)
0 (n ̸= m)

(2.84)

となる。

2.6.1.2 Chebyshev-Gauss 補間公式
−1 ≤ x ≤ 1 で定義された関数 F (x) をチェビシェフ多項式で補間することを考える。補間多

項式を

FN (x) =
1

2
f0T0(x) +

N−1∑
m=1

fmTm(x) (2.85)
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とし、Gauss 選点 xk (k = 1, . . . , N) で

FN (xk) = F (xk) (2.86)

となることを要請する。すなわち、

F (xk) =
1

2
f0T0(xk) +

N−1∑
m=1

fmTm(xk) (2.87)

とする。選点直交性を用いて fm を決めると

fm =
2

N

N∑
k=1

F (xk)Tm(xk) (2.88)

となる。これは FFT を用いて計算できる。

2.6.1.3 Chebyshev 展開との関係
チェビシェフ展開の展開係数

f̃m =
2

π

∫ π

0

F (cos θ)Tm(cos θ)dθ (2.89)

を Gauss 選点で短冊公式を使って数値計算することを考える。

f̃m ≈ 2

π

N∑
k=1

F (cos θk)Tm(cos θk)∆θ (2.90)

Gauss 選点は θ について等間隔で
∆θ =

π

N
(2.91)

ゆえ、

f̃m ≈ 2

N

N∑
k=1

F (xk)Tm(xk) (2.92)

となり、上のチェビシェフ補間の公式と一致する。

2.6.2 Chebyshev-Gauss-Lobatto 補間
2.6.2.1 Gauss-Lobatto 選点直交性
N − 1 次のチェビシェフ多項式

TN−1 = cos[(N − 1)θ] (2.93)

x = cos θ (2.94)

が極値を取る点、もしくはその１階微分√
1− x2

dTN−1

dx
=
√

1− x2
dθ

dx

dTN−1

dθ
= (N − 1) sin[(N − 1)θ] (2.95)
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の零点を Gauss-Lobatto 選点 (Chebyshev-Gauss-Lobatto grid points) という。それらは、
k = 1, . . . , N として、

θk =
N − k

N − 1
π (2.96)

xk = cos

(
N − k

N − 1
π

)
(2.97)

の N 個の点である。これらの点は θ ∈ [π, 0] について等間隔であり、このとき

TN−1(xk) = cos[(N − k)π] = (−1)N−k (2.98)

である。
m 次のチェビシェフ多項式 (0 ≤ m ≤ N − 1) においては、

Tm = cos(mθ) (2.99)

x = cos θ (2.100)

ゆえ、Gauss-Lobatto 選点で

Tm(xk) = cos

(
m
N − k

N − 1
π

)
(2.101)

ということになる。
選点直交性とは、0 ≤ n,m ≤ N − 1 として、

1

2
Tm(x1)Tn(x1) +

N−1∑
k=2

Tm(xk)Tn(xk) +
1

2
Tm(xN )Tn(xN )

=

 N − 1 (n = m = 0, N − 1)
(N − 1)/2 (n = m ̸= 0, N − 1)
0 (n ̸= m)

(2.102)

となる性質のことである。実際に左辺を計算することでこの性質を示す。

1

2
Tm(x1)Tn(x1) +

N−1∑
k=2

Tm(xk)Tn(xk) +
1

2
Tm(xN )Tn(xN )

=
1

2
Tm(−1)Tn(−1) +

N−1∑
k=2

cos

(
m
N − k

N − 1
π

)
cos

(
n
N − k

N − 1
π

)
+

1

2
Tm(1)Tn(1)

(2.103)

ここで、(m+ n) が偶数の場合と奇数の場合に分けて考える必要がある。(m+ n) が奇数の時は
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Tm(−1)Tn(−1) = −1、Tm(1)Tn(1) = 1 となるので、

1

2
Tm(x1)Tn(x1) +

N−1∑
k=2

Tm(xk)Tn(xk) +
1

2
Tm(xN )Tn(xN )

=

N−1∑
k=2

cos

(
m
N − k

N − 1
π

)
cos

(
n
N − k

N − 1
π

)

=
1

2

N−1∑
k=2

[
cos

(
(m+ n)

N − k

N − 1
π

)
+ cos

(
(m− n)

N − k

N − 1
π

)]
= 0

(2.104)

となる。最後が 0 となるのは、正負打ち消しあう数のペアがでてくるためである。それは、l を
奇数とすると、k と N − k + 1 のところを足し合わせたとき

cos

(
l
N − k

N − 1
π

)
+ cos

(
l
N − (N − k + 1)

N − 1
π

)
= cos

(
lπ − l

k − 1

N − 1
π

)
+ cos

(
l
k − 1

N − 1
π

)
= [cos(lπ) + 1] cos

(
l
k − 1

N − 1
π

)
= [(−1)l + 1] cos

(
l
k − 1

N − 1
π

)
= 0

(2.105)

となることからわかる。N が奇数の時はペアにならない項 k = (N + 1)/2 が出てくるが、この
項も

cos

(
l
N − (N + 1)/2

N − 1
π

)
= cos

(
l

2
π

)
= 0 (2.106)

となる (l は奇数）。(m+ n) が偶数の時は Tm(−1)Tn(−1) = Tm(1)Tn(1) = 1 となるので、

1

2
Tm(x1)Tn(x1) +

N−1∑
k=2

Tm(xk)Tn(xk) +
1

2
Tm(xN )Tn(xN )

=
N∑

k=2

cos

(
m
N − k

N − 1
π

)
cos

(
n
N − k

N − 1
π

)

=
1

2

N∑
k=2

[
cos

(
(m+ n)

N − k

N − 1
π

)
+ cos

(
(m− n)

N − k

N − 1
π

)]

=

 N − 1 (n = m = 0, N − 1)
(N − 1)/2 (n = m ̸= 0, N − 1)
0 (n ̸= m)

(2.107)
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となる。cosine の和が 0 になる理由は l を偶数で 1 < l < 2(N − 1) とすると、
N∑

k=2

cos

(
l
N − k

N − 1
π

)
=

N−1∑
k=0

cos

(
l

k

N − 1
π

)

=

N−2∑
k=0

ℜ exp

(
il

k

N − 1
π

)

= ℜ
N−2∑
k=0

exp

(
il

k

N − 1
π

)
= ℜ 1− eilπ

1− ei[l/(N−1)]π

= 0

(2.108)

となるからである。こうしてみると、k = 1 と k = N のところの和に最初から 1/2 をかけてお
いてある理由がわかる。それは、l が偶数の時、eilθ1 と eilθN がどちらも 1 になるために、1/2

をかけておかないと２重に足してしまうからである。２重に足すのを避けて、たとえば最初から
k = 2 から k = N までの和を取ることにすると、今度は (m+ n) が奇数の時が困ってしまう。
ということで、(m+ n) が偶数の時と奇数の時の両方が都合が良いように k = 1 と k = N のと
ころの和に最初から 1/2 をかけておいたのである。

2.6.2.2 Chebyshev-Gauss-Lobatto 補間公式
−1 ≤ x ≤ 1 で定義された関数 F (x) をチェビシェフ多項式で補間することを考える。補間多
項式を

FN (x) =
1

2
f0T0(x) +

N−2∑
m=1

fmTm(x) +
1

2
fN−1TN−1(x) (2.109)

とし、Gauss-Lobatto 選点 xk (k = 1, . . . , N) で

FN (xk) = F (xk) (2.110)

となることを要請する。すなわち、

F (xk) =
1

2
f0T0(xk) +

N−2∑
m=1

fmTm(xk) +
1

2
fN−1TN−1(xk) (2.111)

とする。選点直交性を用いて fm を決めると

fm =
2

N − 1

[
1

2
F (x1)Tm(x1) +

N−1∑
k=2

F (xk)Tm(xk) +
1

2
F (xN )Tm(xN )

]
(2.112)

となる。これは FFT を用いて計算できる。
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2.6.2.3 Chebyshev 展開との関係
チェビシェフ展開の展開係数

f̃m =
2

π

∫ π

0

F (cos θ)Tm(cos θ)dθ (2.113)

を Gauss-Lobatto 選点で台形公式を使って数値計算することを考える。Gauss 選点は両端を
含まないので、短冊公式が相応しいが、Gauss-Lobatto 選点は両端を含むので台形公式が相応
しい。

f̃m ≈ 2

π

N∑
k=1

F (cos θk)Tm(cos θk)∆θ (2.114)

Gauss-Lobatto 選点は θ について等間隔で

∆θ =
π

N − 1
(2.115)

ゆえ、

f̃m ≈ 2

N − 1

[
1

2
F (−1)Tm(−1) +

N−1∑
k=2

F (xk)Tm(xk) +
1

2
F (1)Tm(1)

]
(2.116)

となり、上のチェビシェフ補間の公式と一致する。ただし、チェビシェフ展開をある次数で打ち
切りにするときは、ふつうは

F (x) ≈ 1

2
f̃0T0(x) +

N−1∑
m=1

f̃mTm(x) (2.117)

とするので、チェビシェフ補間の式と最後の項 (m = N − 1) が (1/2) 倍の分だけちがってくる。

2.7 チェビシェフ展開もしくはチェビシェフ補間に対する操作
2.7.1 一般の区間 [zb, zt] での展開や補間
関数 F (z) の定義域が [zb, zt] であるとする。このときは、

z = zb +
zt − zb

2
(1 + x) (2.118)

x = 2
z − zb
zt − zb

− 1 (2.119)

で z から x に変数変換すれば、x は [−1, 1] の区間の変数になっているから、F (x) に対して上
で求めたチェビシェフ展開やチェビシェフ補間の式を使うことができる。

2.7.2 チェビシェフ展開の微分のチェビシェフ展開
微分方程式をチェビシェフ展開で数値的に解こうとすると、チェビシェフ展開の微分をチェビ
シェフ展開する必要がある。
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2.7.2.1 チェビシェフ多項式の微分のチェビシェフ展開を利用する方法
2.5.2 節で求めたチェビシェフ多項式の微分のチェビシェフ展開を利用する。関数 F (x) が

F (x) =
1

2
f̃0T0(x) +

∞∑
m=1

f̃mTm(x) (2.120)

と展開されているものとする。
まずは１階微分から。チェビシェフ多項式の一階微分のチェビシェフ展開 (2.72)

dTn(x)

dx
=

{
2n
∑n−1

j=1,odd Tj(x) (even n)

2n
[∑n−1

j=2,even Tj(x) +
1
2T0(x)

]
(odd n)

(2.121)

を利用すると、F (x) の１階微分は以下のようになる。T0 は定数なので、

dF

dx
=

∞∑
m=1

f̃m
dTm(x)

dx

=
∞∑

n=1

f̃2n−1
dT2n−1(x)

dx
+

∞∑
n=1

f̃2n
dT2n(x)

dx

=
∞∑

n=1

f̃2n−12(2n− 1)

n−1∑
j=1

T2j(x) +
1

2
T0(x)

+
∞∑

n=1

f̃2n4n
n∑

j=1

T2j−1(x)

=

( ∞∑
n=1

(2n− 1)f̃2n−1

)
T0(x)

+

∞∑
j=1

 ∞∑
n=j

4nf̃2n

T2j−1(x) +

∞∑
j=1

 ∞∑
n=j+1

2(2n− 1)f̃2n−1

T2j(x)

=

( ∞∑
n=1

(2n− 1)f̃2n−1

)
T0(x) +

∞∑
j=1

( ∞∑
n=1

2(j + 2n− 1)f̃j+2n−1

)
Tj(x)

(2.122)

となる。そこで、今改めて

dF

dx
(x) =

1

2
(̃df)0T0(x) +

∞∑
m=1

(̃df)mTm(x) (2.123)

と置けば、
(̃df)m = 2

∞∑
n=1

(m+ 2n− 1)f̃m+2n−1 (2.124)

となる。
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ついでに、これから

(̃df)m =
∞∑

n=2

2(m+ 2n− 1)f̃m+2n−1 + 2(m+ 1)f̃m+1

=
∞∑

n=1

2(m+ 2 + 2n− 1)f̃m+2+2n−1 + 2(m+ 1)f̃m+1

= (̃df)m+2 + 2(m+ 1)f̃m+1

(2.125)

という漸化式ができることもわかる。この漸化式は展開が有限項で打ち切られている数値計算で
有用である。というのも、m が大きい方から小さい方へと順繰りに求めていけば良いからであ
る。この漸化式は、次の 2.7.2.2節では別の方法で導く。
次に、２階微分は以下のようになる。チェビシェフ多項式の２階微分のチェビシェフ展開

(2.73)

d2Tn

dx2
=

{
n
[∑n−2

k=2,even(n
2 − k2)Tk(x) +

n2

2 T0(x)
]

(even n)

n
∑n−2

k=1,odd(n
2 − k2)Tk(x) (odd n)

(2.126)
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を利用すると、F (x) の２階微分は以下のようになる。T0 は定数なので、

d2F

dx2
=

∞∑
m=1

f̃m
d2Tm(x)

dx2

=
∞∑

n=1

f̃2n−1
d2T2n−1(x)

dx2
+

∞∑
n=1

f̃2n
dT 2

2n(x)

dx2

=

∞∑
n=1

f̃2n−1(2n− 1)

n−1∑
j=1

{(2n− 1)2 − (2j − 1)2}T2j−1(x)

+
∞∑

n=1

f̃2n2n

n−1∑
j=1

{(2n)2 − (2j)2}T2j(x) + 2n2T0(x)


=

( ∞∑
n=1

4n3f̃2n

)
T0(x)

+
∞∑
j=1

 ∞∑
n=j+1

(2n− 1){(2n− 1)2 − (2j − 1)2}f̃2n−1

T2j−1(x)

+
∞∑
j=1

 ∞∑
n=j+1

2n{(2n)2 − (2j)2}f̃2n

T2j(x)

=

( ∞∑
n=1

4n3f̃2n

)
T0(x) +

∞∑
j=1

 ∞∑
n=j+2,n−j even

n(n2 − j2)f̃n

Tj(x)

=

( ∞∑
n=1

4n3f̃2n

)
T0(x) +

∞∑
j=1

( ∞∑
n=1

(j + 2n)[(j + 2n)2 − j2]f̃j+2n

)
Tj(x)

=

(
4

∞∑
n=1

n3f̃2n

)
T0(x) +

∞∑
j=1

(
4

∞∑
n=1

n(j + n)(j + 2n)f̃j+2n

)
Tj(x)

(2.127)

となる。そこで、今改めて

d2F

dx2
(x) =

1

2
(̃ddf)0T0(x) +

∞∑
m=1

(̃ddf)mTm(x) (2.128)

と置けば、
(̃ddf)m = 4

∞∑
n=1

n(m+ n)(m+ 2n)f̃m+2n (2.129)

となる。
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2.7.2.2 漸化式を用いる方法
以前に得られた漸化式 (2.57)

T0 =
dT1

dx

2T1 =
1

2

dT2

dx

2Tm =
1

m+ 1

dTm+1

dx
− 1

m− 1

dTm−1

dx
(m ≥ 2)

(2.130)

を用いることを考えよう。
任意の関数 F (x)（ただし、−1 ≤ x ≤ 1）とその微分が

F (x) =
1

2
f̃0T0(x) +

∞∑
m=1

f̃mTm(x) (2.131)

dF

dx
(x) =

1

2
(̃df)0T0(x) +

∞∑
m=1

(̃df)mTm(x) (2.132)

と展開されているものする。T0 は定数なので、式 (2.131) を微分すると

dF (x)

dx
=

∞∑
m=1

f̃m
dTm

dx
(2.133)

となる一方、式 (2.132) に上の漸化式を適用すると

dF

dx
(x) =

1

2

[
(̃df)0

dT1

dx
+

1

2
(̃df)1

dT2

dx
+

∞∑
m=2

(̃df)m

{
1

m+ 1

dTm+1

dx
− 1

m− 1

dTm−1

dx

}]

=
1

2

[
(̃df)0

dT1

dx
+

1

2
(̃df)1

dT2

dx
+

∞∑
m=3

(̃df)m−1

1

m

dTm

dx
−

∞∑
m=1

(̃df)m+1

1

m

dTm

dx

]

=
1

2

∞∑
m=1

1

m

[
(̃df)m−1 − (̃df)m+1

] dTm

dx

(2.134)

となる。式 (2.133) と (2.134) により、

f̃m =
1

2m

[
(̃df)m−1 − (̃df)m+1

]
(2.135)

を得る。m を一つずらして漸化式の形にすれば、

(̃df)m = (̃df)m+2 + 2(m+ 1)f̃m+1 (2.136)

と書き直すこともできる。これが先に得られた漸化式である。
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2.8 線型偏微分方程式の解き方～ディリクレ境界条件拡散方程式
の例

チェビシェフ多項式を用いて線型偏微分方程式を解くやり方を見てゆく。例として拡散方程式

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
(2.137)

を考える。x の範囲は [−1, 1] で、境界条件はディリクレ型で

u(−1, t) = ub (2.138)

u(1, t) = ut (2.139)

とする。
大きく分けると、チェビシェフ展開に基づくものと、選点法（チェビシェフ補間に基づく）に

分けられる。

2.8.1 Chebyshev 展開に基づく方法～タウ法
u をチェビシェフ展開しておいて、拡散方程式 (2.137) に代入する。チェビシェフ関数の直交

性から、両辺の展開係数が等しくなければならないので、２階微分の展開係数の表式 (2.129) を
用いると、

dũm

dt
= d̃dum

= 4
∞∑

n=1

n(m+ n)(m+ 2n)ũm+2n

(2.140)

となる。ただし、境界条件から
∞∑

n=0

(−1)nũn = ub (2.141)

∞∑
n=0

ũn = ut (2.142)

という制約が付く。
数値計算をするときは n は有限の範囲にとどめないといけない。打ち切り次数を N とすると

（0 ≤ n ≤ N）、拡散方程式は 0 ≤ m ≤ N − 2 で

dũm

dt
= 4

⌊(N−m)/2⌋∑
n=1

n(m+ n)(m+ 2n)ũm+2n (2.143)
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と満たしておき（ただし、⌊α⌋ は α の整数部分）、残りの２つの式で境界条件を満たすように
する。

ũN − ũN−1 = (−1)N

[
ub −

N−2∑
n=0

(−1)nũn

]
(2.144)

ũN + ũN−1 = ut −
N−2∑
n=0

ũn (2.145)

これがタウ法の考え方である。なお、境界条件は N の偶奇に応じて以下のように書き換えるこ
とができる。N が偶数の時は

ũN−1 =
ut − ub

2
−

N−3∑
n=1,odd

ũn (2.146)

ũN =
ut + ub

2
+

N−2∑
n=0,even

ũn (2.147)

N が奇数の時は

ũN−1 =
ut + ub

2
−

N−3∑
n=1,even

ũn (2.148)

ũN =
ut − ub

2
+

N−2∑
n=0,odd

ũn (2.149)

となる。

2.8.2 Chebyshev-Gauss-Lobatto 選点法
選点法では、選点上でのみ方程式が成り立つことを要請する。この場合は、常に実空間でもの
ごとを考える。ここではディリクレ条件と調和するように Gauss-Lobatto 選点

θk =
N − k

N − 1
π (2.150)

xk = cos

(
N − k

N − 1
π

)
(2.151)

(k = 1, . . . , N) を用いる。選点でのチェビシェフ多項式やその微分の値

Tm;k ≡ Tm(xk) (2.152)

T ′′
m;k ≡ d2Tm

dx2
(xk) (2.153)
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は予め計算してあるものとする。選点における求める補間関数 uN の値とその微分は

uN (xk, t) =
1

2
T0;ku0(t) +

N−2∑
m=1

Tm;kum(t) +
1

2
TN−1;kuN−1(t) (2.154)

d2uN

dx2
(xk, t) =

1

2
T ′′
0;ku0(t) +

N−2∑
m=1

T ′′
m;kum(t) +

1

2
T ′′
N−1;kuN−1(t) (2.155)

であるから、これを拡散方程式 (2.137) に代入する。

1

2
T0;k

du0

dt
(t) +

N−2∑
m=1

Tm;k
dum

dt
(t) +

1

2
TN−1;k

duN−1

dt
(t)

=
1

2
T ′′
0;ku0(t) +

N−2∑
m=1

T ′′
m;kum(t) +

1

2
T ′′
N−1;kuN−1(t)

(2.156)

これが k = 2, . . . , N − 1 について成り立っているものとして解く。k = 1, N に関しては境界条
件より、

1

2
T0;1u0(t) +

N−2∑
m=1

Tm;1um(t) +
1

2
TN−1;1uN−1(t) = ub (2.157)

1

2
T0;Nu0(t) +

N−2∑
m=1

Tm;Num(t) +
1

2
TN−1;NuN−1(t) = ut (2.158)

が成り立つようにする。時間積分の時には左辺を行列かける未知ベクトル (um(t+∆t)) の形に
書いて、その行列の逆行列をかけて解けばよい。逆行列は予め計算しておけばよい。
たとえば、一番単純に Euler 陽解法で解くならば、方程式の形は

1
2T0;1 T1;1 . . . TN−2;1

1
2TN−1;1

1
2T0;2 T1;2 . . . TN−2;2

1
2TN−1;2

...
...

. . .
...

...
1
2T0;N−1 T1;N−1 . . . TN−2;N−1

1
2TN−1;N−1

1
2T0;N T1;N . . . TN−2;N

1
2TN−1;N




u0(t+∆t)
u1(t+∆t)

...
uN−2(t+∆t)
uN−1(t+∆t)



=


ub

rhs1
...

rhsN−2

ut



(2.159)

の形をしている。右辺の rhsm は現在の時刻 t での計算値 (um(t)) から計算できる値である。こ
の場合は選点直交性から左辺の行列の逆行列は

2

N − 1


1
2T0;1 T0;2 . . . T0;N−1

1
2T0;N

1
2T1;1 T1;2 . . . T1;N−1

1
2T1;N

...
...

. . .
...

...
1
2TN−2;1 TN−2;2 . . . TN−2;N−1

1
2TN−2;N

1
2TN−1;1 TN−1;2 . . . TN−1;N−1

1
2TN−1;N

 (2.160)
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であることがわかるので、次の時間ステップは
u0(t+∆t)
u1(t+∆t)

...
uN−2(t+∆t)
uN−1(t+∆t)



=
2

N − 1


1
2T0;1 T0;2 . . . T0;N−1

1
2T0;N

1
2T1;1 T1;2 . . . T1;N−1

1
2T1;N

...
...

. . .
...

...
1
2TN−2;1 TN−2;2 . . . TN−2;N−1

1
2TN−2;N

1
2TN−1;1 TN−1;2 . . . TN−1;N−1

1
2TN−1;N




ub

rhs1
...

rhsN−2

ut



(2.161)

であるとわかる。陰解法で解く場合は、逆行列は数値計算で求めることになるが、いずれにせよ
逆行列は予め計算しておけば良い。
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第 3章

Legendre 多項式

3.1 Rodrigues 表示による定義
Legendre 多項式の定義としては、Rodrigues 表示による

Pn(x) =
(−1)n

2nn!

dn

dxn
(1− x2)n (3.1)

を採用する。
なお、Rodrigues 表示において、重み関数 w(x) = 1 に対して w′(x)/w(x) = 0 が 0 次式なの

で、1.2 節で示した補題により Pn(x) は高々 n次の多項式である。

3.1.1 一般項
Rodrigues 表示の式 (3.1) を素直に展開して微分していくと一般項の表式が求められる。そ

れは

Pn(x) =
(−1)n

2nn!

dn

dxn
(1− x2)n

=
(−1)n

2nn!

dn

dxn

n∑
s=0

(−1)n−s n!

s!(n− s)!
x2(n−s)

=
1

2n

⌊n/2⌋∑
s=0

(−1)s
1

s!(n− s)!
(2n− 2s)(2n− 2s− 1) · (n− 2s+ 1)xn−2s

=
1

2n

⌊n/2⌋∑
s=0

(−1)s
1

s!(n− s)!

(2n− 2s)!

(n− 2s)!
xn−2s

=

⌊n/2⌋∑
s=0

(−1)s
(2n− 2s)!

2ns!(n− s)!(n− 2s)!
xn−2s

=
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

n!

{
xn − n(n− 1)

2(2n− 1)
xn−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2 · 4(2n− 1)(2n− 3)
xn−4 − . . .

}

(3.2)
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である。これに従って、n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 の Legendre 多項式を求めておくと

P0(x) = 1 (3.3a)

P1(x) = x (3.3b)

P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
(3.3c)

P3(x) =
5

2
x3 − 3

2
x (3.3d)

P4(x) =
35

8
x4 − 15

4
x2 +

3

8
(3.3e)

P5(x) =
63

8
x5 − 35

4
x3 +

15

8
x (3.3f)

となる。

3.2 母関数
3.2.1 Rodrigues 表示から母関数を導く
Goursat の公式 (1.13) を Legendre 多項式の Rodrigues 表示 (3.1)

Pn(x) =
(−1)n

2nn!

dn

dxn
(1− x2)n (3.4)

に適用する。

Pn(x) =
1

2πi

∮
C

(ζ2 − 1)n

2n(ζ − x)n+1
dζ

=
1

2πi

∮
C

[
(ζ2 − 1)

2(ζ − x)

]n
dζ

ζ − x

(3.5)

積分経路は、x を反時計回りに取り囲んでいればよい。これを Schläfli の積分という。
ここから２通りの計算方法がある。

計算方法 1 積分経路 C は、取りうる x の範囲 (−1, 1) 全体を反時計回りに回る経路として、
単位円 |ζ| = 1 の上を取ることにする。ここで、母関数を構成する。

∞∑
n=0

Pn(x)t
n =

1

2πi

∮
C

∞∑
n=0

[
t(ζ2 − 1)

2(ζ − x)

]n
dζ

ζ − x

=
1

2πi

∮
C

1

1− t(ζ2−1)
2(ζ−x)

dζ

ζ − x

=
1

2πi

∮
C

2

2(ζ − x)− t(ζ2 − 1)
dζ

= −2

t

1

2πi

∮
C

1

ζ2 − 2
t ζ + 2x

t − 1
dζ

= −2

t

1

2πi

∮
C

1[
ζ − 1+

√
1−2xt+t2

t

] [
ζ − 1−

√
1−2xt+t2

t

]dζ

(3.6)
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ここで、
g(ζ) = ζ2 − 2

t
ζ + 2

x

t
− 1 = (ζ − ζ+)(ζ − ζ−) (3.7)

where

ζ+ =
1 +

√
1− 2xt+ t2

t
(3.8)

ζ− =
1−

√
1− 2xt+ t2

t
(3.9)

と置くと、根号の中の

1− 2xt+ t2 = (x− t)2 + (1− x2) > 0 (3.10)

だから（−1 < x < 1）、g(ζ) の２つの零点 ζ+, ζ− は実軸上にある。そして、余弦定理か
ら、二辺の長さが 1, |t| でそれらがなす角の cosine が ±x （複号は t の正負に応じて選
ぶ）である三角形を考えるとき（図 3.1）、もう一辺の長さは

√
1− 2xt+ t2 である。する

と、三角不等式より、−1 < x < 1 のとき

|1−
√

1− 2xt+ t2| < |t| < 1 +
√
1− 2xt+ t2 (3.11)

なので、
|ζ−| < 1 < |ζ+| (3.12)

であることがわかる。だから、|ζ| < 1 にある g(ζ) の零点は ζ− になる。したがって、留
数定理により

∞∑
n=0

Pn(x)t
n = −2

t

1
1−

√
1−2xt+t2

t − 1+
√
1−2xt+t2

t

=
1√

1− 2xt+ t2

(3.13)

となる。これで Legendre 関数の母関数が導かれた。

図 3.1
√
1− 2xt+ t2 の図形的な意味。
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計算方法 2 ここで、
(ζ2 − 1)

2(ζ − x)
=

1

z
(3.14)

と変数変換する。これから
zζ2 − 2ζ + 2x− z = 0 (3.15)

となるので、
ζ =

1−
√
1− 2xz + z2

z
(3.16)

と取ることができる（根号の前の正負は、z ≈ 0 が ζ ≈ x に対応する方を取った）。

dζ =

[
−1−

√
1− 2xz + z2

z2
+

x− z

z
√
1− 2xz + z2

]
dz

=
1− xz −

√
1− 2xz + z2

z2
√
1− 2xz + z2

dz

(3.17)

なので、
Pn(x) =

1

2πi

∮
C′

1√
1− 2xz + z2

dz

zn+1
(3.18)

となる。ここで、積分経路 C ′ は z = 0 の周りを反時計回りに回る。これに再び Goursat

の公式 (1.13) を用いれば、

Pn(x) =
1

n!

[
dn

dtn
1√

1− 2xt+ t2

]
t=0

(3.19)

を得る。したがって、テイラー展開の定理から

1√
1− 2xt+ t2

=
∞∑

n=0

Pn(x)t
n (3.20)

となる。これで Legendre 関数の母関数が導かれた。

3.2.2 Pn(1) = 1 となること
母関数の式

1√
1− 2xt+ t2

=
∞∑

n=0

Pn(x)t
n (3.21)

において、x = 1 と置けば
1

|1− t|
=

∞∑
n=0

Pn(1)t
n (3.22)

となる。−1 < t < 1 とすれば、左辺は

1

1− t
=

∞∑
n=0

tn (3.23)
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となるので、
Pn(1) = 1 (3.24)

が導かれる。

3.2.3 母関数の物理的意味

図 3.2
√
1− 2xt+ t2 の図形的な意味。

図 3.2 で点 O と点 A の距離を R とすると、点 O にある質点（質量 M）が点 A に作る重力
ポテンシャルは、

ΦO = −GM

R
(3.25)

である。このとき点 O から距離 tR だけ離れた点 P にある質点（質量 M）が作る重力ポテン
シャルを ΦO の周りで t の関数として展開すると、

ΦP = − GM

R
√
1− 2xt+ t2

= ΦO

∞∑
n=0

Pn(x)t
n (3.26)

となる。ただし、x は cos（角 AOP）である。これが母関数の物理的な意味である。
これを応用して、点 O を中心として半径 a の一様な球（密度 ρ）が点 A に作る重力ポテン
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シャルを求めると

ΦP = −2πGρ

∫ 1

−1

dx

∫ a

0

(tR)2d(tR)
1

R
√
1− 2xt+ t2

= −2π
G

R
ρ

∞∑
n=0

∫ 1

−1

Pn(x)dx

∫ a

0

(tR)n+2

Rn
d(tR)

= −2π
G

R
ρ

∫ 1

−1

P0(x)dx

∫ a

0

(tR)2d(tR)

= −4

3
π
G

R
ρa3

= −GM

R

(3.27)

となる。ここで、M は球の質量（= (4π/3)ρa3）である。式変形の途中で∫ 1

−1

Pn(x)dx =

∫ 1

−1

Pn(x)P0(x)dx = ⟨Pn, P0⟩ = 2δn0 (3.28)

であることを用いた。

3.3 三項漸化式
母関数から三項漸化式を導く。母関数の式

1√
1− 2xt+ t2

=
∞∑

n=0

Pn(x)t
n (3.29)

の両辺を t で微分すると

x− t

(
√
1− 2xt+ t2)3

=

∞∑
n=1

nPn(x)t
n−1 (3.30)

となり、この左辺にもう一度母関数の式を適用すると

x− t

1− 2xt+ t2

∞∑
n=0

Pn(x)t
n =

∞∑
n=1

nPn(x)t
n−1 (3.31)

となる。分母を払うと
∞∑

n=0

xPn(x)t
n −

∞∑
n=0

Pn(x)t
n+1

=
∞∑

n=1

nPn(x)t
n−1 − 2

∞∑
n=1

nxPn(x)t
n +

∞∑
n=1

nPn(x)t
n+1

(3.32)

となる。整理すると
∞∑

n=0

[(n+ 1)Pn+1(x)− x(2n+ 1)Pn(x) + nPn−1(x)] t
n = 0 (3.33)
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を得る。これが t に依らず成立するためには、

(n+ 1)Pn+1(x)− x(2n+ 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0 (3.34)

となる。こうして三項漸化式が得られる。

3.4 Legendre の微分方程式
3.4.1 母関数を用いた Legendre の微分方程式の導出
母関数から Legendre の微分方程式を導く。母関数を

g(x, t) =
1√

1− 2xt+ t2
(3.35)

と置く。これを x と t で偏微分すると
∂g

∂x
=

t

(
√
1− 2xt+ t2)3

(3.36)

∂g

∂t
=

x− t

(
√
1− 2xt+ t2)3

(3.37)

となり、これらから

(1− x2)
∂g

∂x
=

(1− x2)t

(
√
1− 2xt+ t2)3

(3.38)

t2
∂g

∂t
=

(x− t)t2

(
√
1− 2xt+ t2)3

(3.39)

となり、さらに

∂

∂x

[
(1− x2)

∂g

∂x

]
=

−2xt(1− 2xt+ t2) + 3(1− x2)t2

(
√
1− 2xt+ t2)5

=
t(3t− 2x+ x2t− 2xt2)

(
√
1− 2xt+ t2)5

(3.40)

∂

∂t

[
t2
∂g

∂t

]
=

t(2x− 3t)(1− 2xt+ t2) + 3(x− t)2t2

(
√
1− 2xt+ t2)5

=
t(2x− 3t− x2t+ 2xt2)

(
√
1− 2xt+ t2)5

(3.41)

ゆえ、
∂

∂x

[
(1− x2)

∂g

∂x

]
+

∂

∂t

[
t2
∂g

∂t

]
= 0 (3.42)

が導かれる。この式に母関数の級数展開

g(x, t) =
∞∑

n=0

Pn(x)t
n (3.43)
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を代入すると

∂

∂x

[
(1− x2)

∂

∂x

( ∞∑
n=0

Pn(x)t
n

)]
+

∂

∂t

[
t2

∂

∂t

( ∞∑
n=0

Pn(x)t
n

)]
= 0 (3.44)

となる。項別に微分を実行して
∞∑

n=0

{
d

dx

[
(1− x2)

dPn(x)

dx

]
+ n(n+ 1)Pn(x)

}
tn = 0 (3.45)

が得られる。これが t に依らず成立するので

d

dx

[
(1− x2)

dPn(x)

dx

]
+ n(n+ 1)Pn(x) = 0 (3.46)

あるいは
(1− x2)

d2Pn(x)

dx2
− 2x

dPn(x)

dx
+ n(n+ 1)Pn(x) = 0 (3.47)

を得る。これが Legendre の微分方程式である。

3.4.2 Legendre の微分方程式の多項式解としての Legendre 多項式
x = 0 のまわりで Legendre の微分方程式の級数解を求める。解を

P (x) =

∞∑
m=0

Amxm (3.48)

として、これを Legendre の微分方程式 (3.47) に代入すると、
∞∑

m=0

[(m+ 2)(m+ 1)Am+2 −m(m− 1)Am − 2mAm + n(n+ 1)Am]xm = 0 (3.49)

となり、
(m+ 2)(m+ 1)Am+2 + [n(n+ 1)−m(m+ 1)]Am = 0 (3.50)

あるいは第２項の係数を因数分解して

(m+ 1)(m+ 2)Am+2 + (n−m)(n+m+ 1)Am = 0 (3.51)

を得る。
A0 = 1, A1 = 0 とすれば

Peven(x) = 1− n(n+ 1)

2!
x2 +

n(n+ 1)(n− 2)(n+ 3)

4!
x4 + · · · (3.52)

となり、A0 = 0, A1 = 1 とすれば

Podd(x) = x− (n− 1)(n+ 2)

3!
x3 +

(n− 1)(n+ 2)(n− 3)(n+ 4)

5!
x5 + · · · (3.53)
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を得る。n が偶数の時は Peven(x) を採り、n が奇数の時は Podd(x) を採ることにすると、この
級数は有限項で切れて、多項式となる。

Pn=even(x)

=

n/2∑
m=0

(−1)m
2m(n/2)!

(n/2−m)!

(n+ 2m)!(n/2)!

n!2m(n/2 +m)!

1

(2m)!
x2m

=

n/2∑
m=0

(−1)m
[(n/2)!]2(n+ 2m)!

n!(n/2−m)!(n/2 +m)!(2m)!
x2m

=

n/2∑
s=0

(−1)n/2−s [(n/2)!]2(2n− 2s)!

n!s!(n− s)!(n− 2s)!
xn−2s (3.54)

Pn=odd(x)

=

(n−1)/2∑
m=0

(−1)m+1 2m((n− 1)/2)!

((n− 1)/2−m)!

(n+ 2m+ 1)!((n+ 1)/2)!

(n+ 1)!2m((n+ 1)/2 +m)!

1

(2m+ 1)!
x2m+1

=

(n−1)/2∑
m=0

(−1)m+1 ((n+ 1)/2)!((n− 1)/2)!(n+ 2m+ 1)!

(n+ 1)!((n− 1)/2−m)!((n+ 1)/2 +m)!(2m+ 1)!
x2m+1

=

(n−1)/2∑
s=0

(−1)(n+1)/2−s ((n+ 1)/2)!((n− 1)/2)!(2n− 2s)!

(n+ 1)!s!(n− s)!(n− 2s)!
xn−2s (3.55)

なお、各式の第３の等号では、それぞれ s = n/2−m, s = (n− 1)/2−m と置き換えた。２つ
の式を見比べると和の中の各項の s 依存性は共通だから、n 毎に係数を適当に選べば（線型微分
方程式の解を求めているのだから、係数は勝手に選んでよい）、２つの式は一つにまとめること
ができ、(3.2) に合わせることができる。

Pn(x) =

⌊n/2⌋∑
s=0

(−1)s
(2n− 2s)!

2ns!(n− s)!(n− 2s)!
xn−2s (3.56)

すなわち、Legendre 多項式は、Legendre の微分方程式の x = 0 のまわりの有限級数解である。

3.5 帯球関数としての Legendre 多項式
3.5.1 帯球関数の導出
帯球関数とは、調和多項式であって、z 軸に対して回転対称なものを単位球面に制限したもの

である。以下で、それが Legendre 多項式に他ならないことを示す。
まず、z 軸に対して回転対称な n 次の斉次調和多項式 un を求める。z 軸に対して回転対称な

n 次の斉次多項式 un は、一般に

un(x, y, z) =

⌊n/2⌋∑
m=0

cm(x2 + y2)mzn−2m (3.57)
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と書くことができる。これが調和関数であることを要請すると、
0 = △un

=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
un

=

⌊n/2⌋∑
m=1

cm
[
4m(m− 1)(x2 + y2)m−1zn−2m + 4m(x2 + y2)m−1zn−2m

]
+

⌊n/2−1⌋∑
m=0

cm(n− 2m)(n− 2m− 1)(x2 + y2)mzn−2m−2

=

⌊n/2⌋∑
m=1

cm4m2(x2 + y2)m−1zn−2m

+

⌊n/2−1⌋∑
m=0

cm(n− 2m)(n− 2m− 1)(x2 + y2)mzn−2m−2

=

⌊n/2−1⌋∑
m=0

[
cm+14(m+ 1)2 + cm(n− 2m)(n− 2m− 1)

]
(x2 + y2)mzn−2m−2

(3.58)

となる。こうして cm に関する漸化式

cm+1 = − (n− 2m)(n− 2m− 1)

4(m+ 1)2
cm (3.59)

が得られる。c0 = 1 と置くと

cm = (−1)m
n(n− 1) . . . (n− 2m+ 2)(n− 2m+ 1)

4m · 22 · 32 · · ·m2
= (−1)m

(2m)!

4m(m!)2

(
n
2m

)
(3.60)

を得る。すなわち、

un =

⌊n/2⌋∑
m=0

(−1)m
(2m)!

4m(m!)2

(
n
2m

)
(x2 + y2)mzn−2m (3.61)

である。
(x, y, z) を単位球面に制限して極座標を取る。すると、 x

y
z

 =

 sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

 (3.62)

ゆえ、

un(cos θ) =

⌊n/2⌋∑
m=0

(−1)m
(2m)!

4m(m!)2

(
n
2m

)
sin2m θ cosn−2m θ (3.63)

である。これが帯球関数である。すぐにわかる性質として、un(1) = 1 がある。
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ここで、z = cos θ と置いた

un(z) =

⌊n/2⌋∑
m=0

(−1)m
(2m)!

4m(m!)2

(
n
2m

)
(1− z2)mzn−2m

=

⌊n/2⌋∑
m=0

(−1)m
n!

4m(m!)2(n− 2m)!
(1− z2)mzn−2m

(3.64)

が、Legendre 多項式 Pn(z) に等しいことを次の節で示すのだが、とりあえず、一般的に示す前
に、n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 で具体的に等しいことを見ておこう。

u0(z) = 1 = P0(z) (3.65a)

u1(z) = z = P1(z) (3.65b)

u2(z) = z2 − 1

2
(1− z2) =

3

2
z2 − 1

2
= P2(z) (3.65c)

u3(z) = z3 − 3

2
(1− z2)z =

5

2
z2 − 3

2
z = P3(z) (3.65d)

u4(z) = z4 − 3(1− z2)z2 +
3

8
(1− z2)2 =

35

8
z4 − 15

4
z2 +

3

8
= P4(z) (3.65e)

u5(z) = z5 − 5(1− z2)z3 +
15

8
(1− z2)2z =

63

8
z5 − 35

4
z3 +

15

8
= P5(z) (3.65f)

となり、確かに等しい。そこで、以下では un(z) のことを Pn(z) と書いてしまうことにする。

3.5.2 帯球関数が満たすべき微分方程式
un(x, y, z) = rnPn(cos θ) は調和関数だったのだから、球座標で書いた Laplace 方程式

△ [rnPn(cos θ)] =
1

r2

[
∂

∂r
r2

∂

∂r
+

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ

]
[rnPn(cos θ)] = 0 (3.66)

を満たす。すなわち、Pn(cos θ) は
1

sin θ

[
d

dθ
sin θ

dPn(cos θ)

dθ

]
+ n(n+ 1)Pn(cos θ) = 0 (3.67)

あるいは
d2Pn(cos θ)

dθ2
+

cos θ

sin θ

dPn(cos θ)

dθ
+ n(n+ 1)Pn(cos θ) = 0 (3.68)

を満たす。z = cos θ として、変数を z に変えると、
d

dθ
=

dz

dθ

d

dz
= − sin θ

d

dz
= −

√
1− z2

d

dz
(3.69)

d2

dθ2
=
√

1− z2
d

dz

√
1− z2

d

dz
= (1− z2)

d2

dz2
− z

d

dz
(3.70)

だから
d

dz

[
(1− z2)

dPn(z)

dz

]
+ n(n+ 1)Pn(cos θ) = 0 (3.71)

(1− z2)
d2Pn(z)

dz2
− 2z

dPn(z)

dz
+ n(n+ 1)Pn(cos θ) = 0 (3.72)
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となる。これは Legendre の微分方程式 (3.46)、(3.47) に他ならない。この解で z = ±1 で特
異点を持たないものは定数倍を除いて一意に定まり、Pn(1) = 1 と定めれば一意に決まる。そこ
で、帯球関数は Legendre 多項式に他ならないことが分かる。
以上の議論の副産物として Legendre 多項式の表式の一つ

Pn(z) =

⌊n/2⌋∑
m=0

(−1)m
(2m)!

4m(m!)2

(
n
2m

)
(1− z2)mzn−2m

=

⌊n/2⌋∑
m=0

(−1)m
n!

4m(m!)2(n− 2m)!
(1− z2)mzn−2m

(3.73)

が得られていることにも注意しておく。
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第 4章

Gegenbauer 多項式

後述のように、Gegenbauer 多項式は Legendre 多項式と Chebyshev 多項式を一般化した多
項式である。Gegenbauer 多項式は、Chandrasekhar (1981) の回転球内の熱対流の線形安定論
(§61) に出てくる。

4.1 直交多項式の Rodrigues 表示
２次式

X(µ) = 1− µ2 = (1− µ)(1 + µ) (4.1)

と重み函数
ρα(µ) = (1− µ2)α (4.2)

に対して、n 次多項式
Fα
n (µ) =

1

ρα(µ)

dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n] (4.3)

を考える（これが多項式であることの証明は略。形式的に素直に計算すればよい）。この形の表
式を Rodrigues 表示という。
とくにすぐわかることは n = 0 のとき

Fα
0 (µ) = 1 (4.4)

である。
まず、この多項式 Fα

n (µ) が [−1, 1] で定義された任意の n− 1 次多項式 Πn−1(µ) と直交する
ことを示す。

(Fα
n ,Πn−1) ≡

∫ 1

−1

ρα(µ)F
α
n (µ)Πn−1(µ)dµ

=

∫ 1

−1

Πn−1(µ)
dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n]dµ

=

[
Πn−1(µ)

dn−1

dµn−1
[ρα(µ)X(µ)n]

]1
−1

−
∫ 1

−1

Π′
n−1(µ)

dn−1

dµn−1
[ρα(µ)X(µ)n]dµ

(4.5)
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第一項には (1− µ)(1 + µ) の因子が少なくとも一つはあるから、0 になる。このような部分積分
を繰り返してゆくと、同様にして第一項に相当する項はいつも 0 になる。そこで、n 回部分積分
を繰り返すと、

(Fα
n ,Πn−1) = (−1)n

∫ 1

−1

Π
(n)
n−1(µ)[ρα(µ)X(µ)n]dµ (4.6)

が得られる。n− 1 次多項式 Πn−1(µ) を n 回微分すると 0 になるので、これは 0 になる。

(Fα
n ,Πn−1) = 0 (4.7)

Fα
0 , F

α
1 , . . . , F

α
n−1 はたかだか n− 1 次の多項式だから、

(Fα
n , F

α
l ) = 0 l = 1, 2, . . . , n− 1 (4.8)

となり、したがって、

(Fα
l , F

α
k ) ≡

∫ 1

−1

ρα(µ)F
α
l (µ)F

α
k (µ)dµ = 0 l ̸= k (4.9)

となる。
逆に言えば、Fα

n は、[−1, 1] で以下のようにして作られた函数系である。Fα
0 (≡ 1) は定数。

Fα
1 は Fα

0 と重み ρα に関して直交する１次式。以下、Fα
n は Fα

0 , F
α
1 , . . . , F

α
n−1 と重み ρα に

関して直交する n次多項式。このようにすれば、定数倍を除いて Fα
n を n が小さい方から順繰

りに構成してゆくことができる。
後で使うので、Fα

n (1) の値を求めておく。

Fα
n (1) = lim

µ→1

1

(1− µ2)α
dn

dµn
[(1− µ)n+α(1 + µ)n+α] (4.10)

µ → 1 としたとき、微分のところで残る項は (1− µ)n+α を n 回微分して (1 + µ)n+α を掛けた
ものだから、

Fα
n (1) = (−1)n(n+ α)(n+ α− 1) · · · (α+ 1)2n = (−1)n2n(α+ 1)n (4.11)

となることがわかる。ここで Pochhammer 記号 (β)n は以下のように定義される。

(β)n = β(β + 1) · · · (β + n− 1) =
Γ(β + n)

Γ(β)
(4.12)

4.2 Gegenbauer 多項式
Gegenbauer 多項式は上の Fα

n (µ) と定数倍だけ異なり、以下のように定義される。

C
α+ 1

2
n (µ) ≡ (−1)n

1

2nn!

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)
Fα
n (µ) (4.13)

書き換えると
Cα

n (µ) = (−1)n
1

2nn!

Γ(α+ 1/2)Γ(n+ 2α)

Γ(2α)Γ(n+ α+ 1/2)
F

α− 1
2

n (µ) (4.14)
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とも書ける。なぜこんな係数が付いたり α+ 1/2 という添え字になったりするかは、後の節 4.6

「母関数その１」を見るとわかる。
とくに n = 0 とすると

Cα
0 (µ) = 1 (4.15)

µ = 1 とすると、
Cα

n (1) =
1

n!

Γ(n+ 2α)

Γ(2α)
=

(2α)n
n!

(4.16)

となる。
また、とくに、上の添え字が正の整数 (m) + 1/2の時、

C
m+ 1

2
n (µ) = (−1)n

1

2nn!

m!(n+ 2m)!

(2m)!(n+m)!

1

(1− µ2)m
dn

dµn
[(1− µ2)n+m] (4.17)

となる。m = 0 ならば、これは Legendre 多項式である。

Pn(x) = C
1
2
n (µ) = (−1)n

1

2nn!

dn

dµn
[(1− µ2)n] (4.18)

Chandrasekhar (1981) §61 に出てくるのは m = 1 の場合で、

C
3
2
n (µ) = (−1)n

n+ 2

2n+1n!

1

(1− µ2)

dn

dµn
[(1− µ2)n+1] (4.19)

である。
また、第１種 Chebyshev 多項式は上の添え字が 0 の時の Gegenbauer 多項式に近いが、この

ときは Γ(0) が定義できないので、代わりに

Tn(µ)(∼ C0
n(µ)) ≡ (−1)n

1

2nn!

Γ(1/2)Γ(n+ 1)

Γ(1)Γ(n+ 1/2)
F

− 1
2

n (µ)

= (−1)n
1

2nn!

n!
√
π

Γ(n+ 1/2)
F

− 1
2

n (µ)

= (−1)n
1

2n

√
π

Γ(n+ 1/2)
F

− 1
2

n (µ)

= (−1)n
1

2n(1/2)n
F

− 1
2

n (µ)

(4.20)

と定義したものである。第２種 Chebyshev 多項式は、上の添え字が 1 の時の Gegenbauer 多項
式である。

Un(µ) = C1
n(µ) (4.21)

4.3 規格化積分
Gegenbauer 多項式の規格化積分を調べる。

I
α+ 1

2
n ≡

∫ 1

−1

ρα(µ)
[
C

α+ 1
2

n (µ)
]2

dµ

= (−1)n
1

2nn!

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

∫ 1

−1

[
C

α+ 1
2

n (µ)
] dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n]dµ

(4.22)
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直交性の証明を行ったときと同様にして部分積分を n 回繰り返すと、

I
α+ 1

2
n =

1

2nn!

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

∫ 1

−1

dn

dµn

[
C

α+ 1
2

n (µ)
]
[ρα(µ)X(µ)n]dµ (4.23)

となる。ここで、C
α+ 1

2
n (µ) は n 次多項式なので n 回微分すると出てくるのは、µn の係数 kn

である。これを求めておく。

kn =
1

2nn!

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)
µ−(n+2α) dn

dµn

(
µ2n+2α

)
=

1

2nn!

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

Γ(2n+ 2α+ 1)

Γ(n+ 2α+ 1)

=
1

2nn!

Γ(α+ 1)Γ(2n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

(4.24)

そこで、積分は

I
α+ 1

2
n =

kn
2nn!

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

∫ 1

−1

dn

dµn
(xn) [ρα(µ)X(µ)n]dµ

=
kn
2n

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

∫ 1

−1

[ρα(µ)X(µ)n]dµ

=
kn
2n

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

∫ 1

−1

(1− µ2)n+αdµ

(4.25)

となる。ここで、変数
ξ =

1 + µ

2
(4.26)

を導入すると、 ∫ 1

−1

(1− µ2)n+αdµ = 22(n+α)+1

∫ 1

0

ξn+α(1− ξ)n+αdξ

= 22(n+α)+1B(n+ α+ 1, n+ α+ 1)

= 22(n+α)+1 [Γ(n+ α+ 1)]2

Γ(2n+ 2α+ 2)

(4.27)

となる。そこで、まとめると

I
α+ 1

2
n =

1

2nn!

Γ(α+ 1)Γ(2n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)
× 1

2n
Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

× 22(n+α)+1 [Γ(n+ α+ 1)]2

Γ(2n+ 2α+ 2)

=
22α+1

n!(2n+ 2α+ 1)

[Γ(α+ 1)]2Γ(n+ 2α+ 1)

[Γ(2α+ 1)]2

(4.28)

とくに、α = 0 のときが Legendre 多項式で、

I
1
2
n =

∫ 1

−1

[Pn(µ)]
2
dµ =

2

2n+ 1
(4.29)
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となる。α = 1 のときは

I
3
2
n =

∫ 1

−1

(1− µ2)
[
C

3
2
n (µ)

]2
dµ =

23

n!(2n+ 3)

(n+ 2)!

22
=

2(n+ 2)(n+ 1)

2n+ 3
(4.30)

となる。

4.4 満たすべき微分方程式その１
先に定義した Fα

n (µ) は次の微分方程式を満たす。

(1− µ2)
d2Fα

n

dµ2
− 2(α+ 1)µ

dFα
n

dµ
+ n (n+ 2α+ 1)Fα

n = 0 (4.31)

n 次の Gegenbauer 多項式 C
α+ 1

2
n も Fα

n と定数倍違うだけだから同じ微分方程式を満たす。Cα
n

は
(1− µ2)

d2Cα
n

dµ2
− (2α+ 1)µ

dCα
n

dµ
+ n (n+ 2α)Cα

n = 0 (4.32)

を満たす。とくに α = 1/2 のときは Legendre 多項式で

(1− µ2)
d2Pn

dµ2
− 2µ

dPn

dµ
+ n(n+ 1)Pn(µ) = 0 (4.33)

を満たす。α = 3/2 とした Gegenbauer 多項式は

(1− µ2)
d2C

3
2
n

dµ2
− 4µ

dC
3
2
n

dµ
+ n(n+ 3)C

3
2
n (µ) = 0 (4.34)

を満たす。
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以下、式 (4.31) が成立することを示す。まず、X(µ) は２次の多項式だから

dn+1

dµn+1

[
X(µ)

d

dµ
[ρα(µ)X(µ)n]

]
= X(µ)

dn+2

dµn+2
[ρα(µ)X(µ)n] + (n+ 1)X ′(µ)

dn+1

dµn+1
[ρα(µ)X(µ)n]

+
n(n+ 1)

2
X ′′(µ)

dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n]

= X(µ)
d2

dµ2

dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n] + (n+ 1)X ′(µ)

d

dµ

dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n]

+
n(n+ 1)

2
X ′′(µ)

dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n]

= X(µ)
d2

dµ2
[ρα(µ)F

α
n (µ)] + (n+ 1)X ′(µ)

d

dµ
[ρα(µ)F

α
n (µ)]

+
n(n+ 1)

2
X ′′(µ) [ρα(µ)F

α
n (µ)]

= (1− µ2)
d2

dµ2

[
(1− µ2)αFα

n (µ)
]
− 2(n+ 1)µ

d

dµ

[
(1− µ2)αFα

n (µ)
]

− n(n+ 1)
[
(1− µ2)αFα

n (µ)
]

= (1− µ2)α
{
(1− µ2)

d2Fα
n

dµ2
− 2(n+ 2α+ 1)µ

dFα
n

dµ

+

[
4α(α+ n)µ2

1− µ2
− n(n+ 1)− 2α

]
Fα
n (µ)

}

(4.35)
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となる。一方、同じ式を別のやり方で計算して

dn+1

dµn+1

[
X(µ)

d

dµ
[ρα(µ)X(µ)n]

]
=

dn+1

dµn+1

[
X(µ)

d

dµ

[
ρα(µ)X(µ) ·X(µ)n−1

]]
=

dn+1

dµn+1

[
X(µ)n

d

dµ
[ρα(µ)X(µ)] + (n− 1)X(µ)nρα(µ)X

′(µ)

]
=

dn+1

dµn+1
[X(µ)nρα(µ)F

α
1 (µ) + (n− 1)X(µ)nρα(µ)X

′(µ)]

=
dn+1

dµn+1
[{Fα

1 (µ) + (n− 1)X ′(µ)} ρα(µ)X(µ)n]

= {Fα
1 (µ) + (n− 1)X ′(µ)} dn+1

dµn+1
[ρα(µ)X(µ)n]

+ (n+ 1) {Fα′
1 (µ) + (n− 1)X ′′(µ)} dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n]

= {Fα
1 (µ) + (n− 1)X ′(µ)} d

dµ

dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n]

+ (n+ 1) {Fα′
1 (µ) + (n− 1)X ′′(µ)} dn

dµn
[ρα(µ)X(µ)n]

= {Fα
1 (µ) + (n− 1)X ′(µ)} d

dµ
[ρα(µ)F

α
n (µ)]

+ (n+ 1) {Fα′
1 (µ) + (n− 1)X ′′(µ)} [ρα(µ)Fα

n (µ)]

= −2µ(α+ n)
d

dµ

[
(1− µ2)αFα

n (µ)
]
− 2(n+ 1)(α+ n)

[
(1− µ2)αFα

n (µ)
]

= −2(α+ n)(1− µ2)α
{
µ
dFα

n

dµ
+

[
(n+ 1)− 2αµ2

1− µ2

]
Fα
n

}

(4.36)

となる。式 (4.35) と (4.36) は同じ式を２つのやり方で計算したものなので等しいと置いて

(1− µ2)
d2Fα

n

dµ2
− 2(α+ 1)µ

dFα
n

dµ
+ n(n+ 2α+ 1)Fα

n (µ) = 0 (4.37)

を得る。

4.5 満たすべき微分方程式その２ Laplace 方程式
ここでは、Gegenbauer 多項式 C

N/2−1
n が N 次元球面調和関数の一種（帯状 zonal 球面調和

関数）となることを示す。
N 次元のラプラシアンを

△N =
N∑
i=1

∂2

∂x2
i

(4.38)
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と定義する。N 次元極座標を

x1 = r cos θ1 (4.39)

x2 = r sin θ1 cos θ2 (4.40)

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3 (4.41)

... (4.42)

xN−1 = r sin θ1 sin θ2 · · · sinN−2 cos θN−1 (4.43)

xN = r sin θ1 sin θ2 · · · sinN−2 sin θN−1 (4.44)

とする。ただし、0 ≤ θi ≤ π for i = 1, 2, . . . , N − 2、0 ≤ θN−1 ≤ 2π とする。このとき、ラプ
ラシアンの極座標表示は以下のようになる（証明は、倭マン (2011) 参照）。

△N =
∂2

∂r2
+

N − 1

r

∂

∂r
+

N−1∑
i=1

1

ρ2i

(
∂2

∂θ2i
+

N − i− 1

tan θi

∂

∂θi

)

=
1

rN−1

∂

∂r

(
rN−1 ∂

∂r

)
+

N−1∑
i=1

1

ρ2i (sin θi)
N−i−1

∂

∂θi

[
(sin θi)

N−i−1 ∂

∂θi

] (4.45)

ただし、
ρi =

{
r (i = 1)

r
∏i−1

l=1 sin θl (i ≥ 2)
(4.46)

とする。
△NH = 0 を満たす関数 H が調和関数であり、その定義域を球面 (r = 1) に限ったものが球
面調和関数である。
以下、θi (i ≥ 2) に依存しない調和関数 (帯状 zonal 関数) を求めることを考える。そのよう
な関数を Z(r, θ1) とする。すると、必要な微分方程式は{

1

rN−1

∂

∂r

(
rN−1 ∂

∂r

)
+

1

r2(sin θ1)N−2

∂

∂θ1

[
(sin θ1)

N−2 ∂

∂θ1

]}
Z = 0 (4.47)

となる。変数分離法で解く。
Z(r, θ1) = R(r)Θ(θ1) (4.48)

とすると、
1

RrN−3

d

dr

(
rN−1 dR

dr

)
= − 1

Θ(sin θ1)N−2

d

dθ1

[
(sin θ1)

N−2 dΘ

dθ1

]
(4.49)

となる。左辺は r のみの関数、右辺は θ1 のみの関数となるので、これは定数でなければならな
い。この定数を λ とおく。
Θ が球面調和関数になるので、これを求めよう。Θ に関する微分方程式は

1

(sin θ1)N−2

d

dθ1

[
(sin θ1)

N−2 dΘ

dθ1

]
+ λΘ = 0 (4.50)

となる。ここで、
µ = cos θ1 (4.51)
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とおき、
M(µ) = Θ(θ1) (4.52)

とする。すると M が満たすべき微分方程式は

(1− µ2)
d2M

dµ2
− (N − 1)µ

dM

dµ
+ λM = 0 (4.53)

となる。N = 5 としたものが Chandrasekhar §61 に出てくる微分方程式である。ここで、

α =
N

2
− 1 (4.54)

と置くと
(1− µ2)

d2M

dµ2
− (2α+ 1)µ

dM

dµ
+ λM = 0 (4.55)

となる。以下、n を整数として、λ = n(n+ 2α) でなければならないことを示す。
解が

M =
∞∑

n=0

anµ
n (4.56)

という級数で表現できるものとする。これを元の式に代入すると

(1− µ2)

∞∑
n=0

n(n− 1)anµ
n−2 − (2α+ 1)µ

∞∑
n=0

nanµ
n−1 + λ

∞∑
n=0

anµ
n = 0 (4.57)

となる。µn の係数がそれぞれ 0 でなければならないから、

(n+ 2)(n+ 1)an+2 − n(n− 1)an − (2α+ 1)nan + λan = 0 (4.58)

が得られ、これから
an+2

an
=

n(n+ 2α)− λ

(n+ 2)(n+ 1)
(4.59)

となることがわかる。これから、µ の偶数次と奇数次のべき乗の級数の２つの解があることがわ
かる。
limn→∞(an+2/an) = 1 なので、この級数は |µ| < 1 では収束する。問題は |µ| = 1 の場合で

ある。このときの収束性のテストには Gauss のテスト（たとえば、Bressoud (2006) 参照）を
使う。um = a2m とおく。すると、

um+1

um
=

2m(2m+ 2α)− λ

(2m+ 2)(2m+ 1)
=

m2 + αm− λ/4

m2 + (3/2)m+ 1/2
(4.60)

となる。Gauss のテストによると、分子の m の係数と分母の m の係数から 1 を引いた数の比
較が重要で、α < 1/2 なら収束し、α ≥ 1/2 なら収束しないことが分かる。Chandrasekhar の
§61 は α = 3/2 なので、普通では収束しないことが分かる。
ただし、λ = n(n+2α) の形をしていれば、級数が第 n 項までで切れてしまって、解のうちの

一方が多項式になる。つまり収束する解は n 次多項式で、n が偶数ならば偶数次のみの多項式、

59



4.6. 母函数その１ 2026年 9月 2日

奇数ならば奇数次のみの多項式になる。4.4 節の結果から分かるとおり、それは Gegenbauer 多
項式 Cα

n (µ)と定数倍を除いて等しくなる。
すなわち、N 次元帯状球面調和関数は Gegenbauer 多項式 C

N/2−1
n (µ) となる。その意味で

Gegenbauer 多項式を超球面調和多項式と呼ぶこともある。

4.6 母函数その１
Gegenbauer 多項式の本来の定義となる母函数を求めておく。
いま、α ̸= 0 として、

w(µ, h) =
1

(1− 2µh+ h2)α
(4.61)

と置く。これを微分した

∂w(µ, h)

∂µ
=

2αh

(1− 2µh+ h2)α+1
(4.62)

∂2w(µ, h)

∂µ2
=

4α(α+ 1)h2

(1− 2µh+ h2)α+2
(4.63)

∂w(µ, h)

∂h
= − 2α(h− µ)

(1− 2µh+ h2)α+1
(4.64)

h1−2α ∂

∂h

{
h2α+1 ∂w(µ, h)

∂h

}
=

2αh
[
(2α+ 1)µh2 − 2(µ2α+ α+ 1)h+ (2α+ 1)µ

]
(1− 2µh+ h2)α+2

(4.65)

を用いると

(1− µ2)
∂2w(µ, h)

∂µ2
− (2α+ 1)µ

∂w(µ, h)

∂µ
= −h1−2α ∂

∂h

{
h2α+1 ∂w(µ, h)

∂h

}
(4.66)

が成立することが分かる。
さて、

w(µ, h) =
1

(1− 2µh+ h2)α
=

∞∑
n=0

hnϕn(µ) (4.67)

と展開したとする。形式的に二項定理を使って展開すると分かるとおり、ϕn(µ) は µ の n 次多
項式である。これを式 (4.66) に代入すると、

∞∑
n=0

hn

{
(1− µ2)

d2ϕn(µ)

dµ2
− (2α+ 1)µ

dϕn(µ)

dµ

}
= −

∞∑
n=0

n(n+ 2α)hnϕn(x) (4.68)

となる。両辺の hn の係数が等しいと置くと

(1− µ2)
d2ϕn(µ)

dµ2
− (2α+ 1)µ

dϕn(µ)

dµ
+ n(n+ 2α)ϕn(x) = 0 (4.69)

が得られる。これは Gegenbauer多項式が満たす式 (4.32)と全く同じだから、ϕn は Gegenbauer

多項式 Cα
n と定数倍を除いて等しいはずである。次にその定数を決める。式 (4.67) において
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µ = 1 と置くと
∞∑

n=0

hnϕn(1) =
1

(1− h)2α

=

∞∑
n=0

(
−2α
n

)
(−h)n

=

∞∑
n=0

(2α)(2α+ 1) · · · (2α+ n− 1)

n!
hn

=
∞∑

n=0

(2α)n
n!

hn

(4.70)

となるから、
ϕn(1) =

(2α)n
n!

(4.71)

である。これは式 (4.16) と同じだから

Cα
n (µ) = ϕn(µ) (4.72)

となることがわかる。したがって、

1

(1− 2µh+ h2)α
=

∞∑
n=0

hnCα
n (µ) (4.73)

となる。これが Gegenbauer 多項式の母函数を表す式であることがわかる。もともとは、これが
Gegenbauer 多項式の定義なので、この形にしたときには係数が付かない。

4.7 母函数その２
別のタイプの母函数も求めておく。
Goursat の公式 (1.13) を Gegenbauer 多項式

C
α+ 1

2
n (µ) = (−1)n

1

2nn!

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

1

(1− µ2)α
dn

dµn
[(1− µ2)α+n] (4.74)

に適用する。

C
α+ 1

2
n (µ) = (−1)n

1

2n2πi

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

1

(1− µ2)α

∮
C

(1− t2)α+n

(t− µ)n+1
dt

=
1

2πi

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

∮
C

[
(t2 − 1)

2(t− µ)

]n [
(1− t2)

(1− µ2)

]α
dt

t− µ

(4.75)

ここで、
1

h
=

t2 − 1

2(t− µ)
(4.76)
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と置いて、変数を t から h に移す。

ht2 − 2t+ 2µ− h = 0 (4.77)

だから
t =

1

h
(1−

√
1− 2µh+ h2) (4.78)

となる。微分すると

dt = −dh

h2
(1−

√
1− 2µh+ h2) +

1

h

µ− h√
1− 2µh+ h2

dh

=
1− µh−

√
1− 2µh+ h2

h2
√

1− 2µh+ h2
dh

(4.79)

これと
t− µ =

1

h
(1− µh−

√
1− 2µh+ h2) (4.80)

とから
dt

t− µ
=

1

h
√
1− 2µh+ h2

dh (4.81)

を得る。さらに、
1− t2

1− µ2
=

2

1− µh+
√
1− 2µh+ h2

(4.82)

と計算できるから、ふたたび Goursat の公式を用いて

C
α+ 1

2
n (µ) =

1

2πi

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

×
∮
around h=0

2α

(1− µh+
√
1− 2µh+ h2)α

√
1− 2µh+ h2

dh

hn+1

=
Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

× 1

n!

[
dn

dhn

2α

(1− µh+
√
1− 2µh+ h2)α

√
1− 2µh+ h2

]
h=0

(4.83)

となる。したがって、テイラー展開の定理から

2α

(1− µh+
√

1− 2µh+ h2)α
√

1− 2µh+ h2
=

∞∑
n=0

Γ(2α+ 1)Γ(n+ α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(n+ 2α+ 1)
C

α+ 1
2

n (µ)hn

=
∞∑

n=0

(α+ 1)n
(2α+ 1)n

C
α+ 1

2
n (µ)hn (4.84)

が成立する。書き換えると

2α−1/2

(1− µh+
√

1− 2µh+ h2)α−1/2
√
1− 2µh+ h2

=
∞∑

n=0

Γ(2α)Γ(n+ α+ 1/2)

Γ(α+ 1/2)Γ(n+ 2α)
Cα

n (µ)h
n

=
∞∑

n=0

(α+ 1/2)n
(2α)n

Cα
n (µ)h

n (4.85)
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となる。
とくに右上添え字が 1/2 のときは Legendre 多項式の母関数展開

1√
1− 2µh+ h2

=

∞∑
n=0

C
1
2
n (µ)h

n =

∞∑
n=0

Pn(µ)h
n (4.86)

が得られる。
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第 5章

Hermite 多項式

地球流体力学の浅水波問題や量子力学の調和振動子問題で出てくる多項式である。

5.1 Hermite 多項式の定義
Hermite 多項式を Rodrigues 表示で定義することにすると

Hm(x) = (−1)mex
2 dm

dxm
(e−x2

) (5.1)

である。重み関数 w(x) = e−x2 に対して w′(x)/w(x) = −2x が 1 次式なので、1.2 節で示した
補題により Hm(x) は高々m次の多項式である。
m = 0 から m = 5 までを具体的に計算しておくと

H0(x) = ex
2

e−x2

= 1 (5.2a)

H1(x) = −ex
2 d

dx
e−x2

= −ex
2

(−2xe−x2

) = 2x (5.2b)

H2(x) = ex
2 d2

dx2
e−x2

= ex
2

[(4x2 − 2)e−x2

] = 4x2 − 2 (5.2c)

H3(x) = −ex
2 d3

dx3
e−x2

= −ex
2

[(−8x3 + 12x)e−x2

] = 8x3 − 12x (5.2d)

H4(x) = ex
2 d4

dx4
e−x2

= ex
2

[(16x4 − 48x2 + 12)e−x2

] = 16x4 − 48x+ 12 (5.2e)

H5(x) = −ex
2 d5

dx5
e−x2

= −ex
2

[(−32x5 + 160x3 − 120x)e−x2

] = 32x5 − 160x3 + 120x (5.2f)

である。
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具体的に一般的な形を書くと

H2n(x) = (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2s

= (−2)n
n∑

s=0

(−2)s
(2n− 1)!!

(2s− 1)!!

n!

s!(n− s)!
x2s (5.3a)

H2n+1(x) = (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n+ 1)!

(2s+ 1)!(n− s)!
(2x)2s+1

= −(−2)n+1
n∑

s=0

(−2)s
(2n+ 1)!!

(2s+ 1)!!

n!

s!(n− s)!
x2s+1 (5.3b)

となる。これが (5.1) から導かれることは、数学的帰納法を用いて以下のように示すことがで
きる。

1. n = 0 のとき (5.3) は H0(x) = 1、H1(x) = 2x を与え、(5.2) に一致する。
2. H2n(x) に関して

(−1)2nex
2 d2n

dx2n
(e−x2

) = (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2s (5.4)

が成り立っていると仮定する。書き換えると

(−1)2n
d2n

dx2n
(e−x2

) = (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2se−x2

(5.5)

が成立していると仮定する。この両辺を x で微分して (−1) を掛けると、

(−1)2n+1 d2n+1

dx2n+1
(e−x2

)

= −(−1)n
n∑

s=1

(−1)s
(2n)!2

(2s− 1)!(n− s)!
(2x)2s−1e−x2

+ (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2s+1e−x2

= −(−1)n
n−1∑
s=0

(−1)s+1 (2n)!2

(2s+ 1)!(n− s− 1)!
(2x)2s+1e−x2

+ (−1)n
n−1∑
s=0

(−1)s
(2n)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2s+1e−x2

+ (2x)2n+1e−x2

= (−1)n
n−1∑
s=0

(−1)s
(2n)!

(2s+ 1)!(n− s)!
[2(n− s) + (2s+ 1)] (2x)2s+1e−x2

+ (2x)2n+1e−x2

= (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n+ 1)!

(2s+ 1)!(n− s)!
(2x)2s+1e−x2

(5.6)
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となる。したがって、H2n+1(x) に関して (5.3) が成立する。
3. H2n+1(x) に関して

(−1)2n+1ex
2 d2n+1

dx2n+1
(e−x2

) = (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n+ 1)!

(2s+ 1)!(n− s)!
(2x)2s+1 (5.7)

が成り立っていると仮定する。書き換えると

(−1)2n+1ex
2 d2n+1

dx2n+1
(e−x2

) = (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n+ 1)!

(2s+ 1)!(n− s)!
(2x)2s+1e−x2

(5.8)

が成立していると仮定する。この両辺を x で微分して (−1) を掛けると、

(−1)2n+2 d2n+2

dx2n+2
(e−x2

)

= −(−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n+ 1)!2

(2s)!(n− s)!
(2x)2se−x2

+ (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n+ 1)!

(2s+ 1)!(n− s)!
(2x)2s+2e−x2

= −(−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n+ 1)!2

(2s)!(n− s)!
(2x)2se−x2

+ (−1)n
n+1∑
s=1

(−1)s−1 (2n+ 1)!

(2s− 1)!(n− s+ 1)!
(2x)2se−x2

= (−1)n+1
n∑

s=1

(−1)s
(2n+ 1)!

(2s)!(n+ 1− s)!
[2(n+ 1− s) + 2s] (2x)2se−x2

+ (−1)n+1 2(2n+ 1)!

n!
e−x2

+ (−1)n+1(−1)n+1(2x)2(n+1)e−x2

= (−1)n+1
n+1∑
s=0

(−1)s
(2(n+ 1))!

(2s)!(n+ 1− s)!
(2x)2se−x2

(5.9)

となる。したがって、H2n+2(x) に関して (5.3) が成立する。
4. 以上で、(5.1) から (5.3) が導かれることが示された。

5.2 母関数
5.2.1 Rodrigues 表示から母関数を導く
Goursat の公式 (1.13) を Hermite 多項式の Rodrigues 表示 (5.1)

Hm(x) = (−1)mex
2 dm

dxm
(e−x2

) (5.10)

に適用する。
Hm(x) = (−1)m

m!

2πi
ex

2

∮
C

e−t2

(t− x)m+1
dt (5.11)
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ここで、
ζ = x− t (5.12)

と置いて、変数を t から ζ に移すと

Hm(x) =
m!

2πi

∮
around ζ=0

e2xζ−ζ2

ζm+1
dζ (5.13)

となるから、ふたたび Goursat の公式を用いて

Hm(x) =

[
dm

dζm
e2xζ−ζ2

]
ζ=0

(5.14)

となる。したがって、テイラー展開の定理から

e2xζ−ζ2

=
∞∑

m=0

Hm(x)

m!
ζm (5.15)

が成立する。これが、Hermite 関数の母関数である。

5.2.2 漸化式から母関数を導く
別法として、5.5.1 節で導かれる漸化式 (5.52) を用いて母関数を導く。このノートでは、順番
が前後してしまっているが、5.5.1 節では Hermite 多項式の陽的表式 (5.3) を用いているだけな
ので、循環論法にはならない。漸化式を導くには母関数を用いる方法もあってその両方を記して
おきたかったので、ノートではどちらかを順序前後にせざるを得なかった。
母関数は、

S(ζ, x) =
∞∑

m=0

Hm(x)

m!
ζm (5.16)

で定義される。この S(ζ, x) の表式を求める。(5.16) の両辺を ζ で微分すると

∂

∂ζ
S(ζ, x) =

∞∑
m=1

Hm(x)

(m− 1)!
ζm−1

=

∞∑
m=0

Hm+1(x)

m!
ζm

(5.17)

を得る。右辺に漸化式 (5.52) の一つ

Hm+1(x) =

(
2x− d

dx

)
Hm(x) (5.18)

を用いると、
∂

∂ζ
S(ζ, x) = − ∂

∂x
S(ζ, x) + 2xS(ζ, x) (5.19)

となる。両辺に e−x2 を掛けると、(
∂

∂ζ
+

∂

∂x

)[
e−x2

S(ζ, x)
]
= 0 (5.20)
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という波動方程式の形になる。ζ を「空間」、x を「時間」とみなすと、初期条件 S(ζ, x = 0) が
わかっていれば、解は e−x2

S(ζ, x) = S(ζ − x, 0) で与えられる。そこで、初期条件 S(ζ, 0) を
求める。

S(ζ, 0) =
∞∑

m=0

Hm(0)

m!
ζm (5.21)

であり、Hermite 多項式の陽的表式 (5.3) を用いると

H2n(0) = (−1)n
(2n)!

n!
(5.22)

H2n+1(0) = 0 (5.23)

だから

S(ζ, 0) =

∞∑
n=0

(−1)n
1

n!
ζ2n

=

∞∑
n=0

(−ζ2)n

n!

= e−ζ2

(5.24)

となる。したがって、解は
e−x2

S(ζ, x) = e−(ζ−x)2 (5.25)

すなわち、
S(ζ, x) = e−ζ2+2ζx (5.26)

となる。これが、Hermite 関数の母関数である。

5.3 直交性とノルム
5.3.1 Rodrigues 表示から直交性とノルムを導く
Rodrigues 表示 (5.1) を用いると、直交性∫ ∞

−∞
e−x2

Hm(x)Hl(x)dx = 0 (m ̸= l) (5.27)

も簡単に導くことができる。1.2 節で示したことと基本的には同じなのだが、1.2 節は定義域が
有界の場合の証明なのに対して、今は定義域が (−∞,∞) なので、改めて書いておく。
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以下、m > l として上の式を示す（m < l のときは入れ替えればよいだけ）。∫ ∞

−∞
e−x2

Hm(x)Hl(x)dx

= (−1)m
∫ ∞

−∞

dm

dxm
(e−x2

)Hl(x)dx

= (−1)m

{[
dm−1

dxm−1
(e−x2

)Hl(x)

]∞
−∞

−
∫ ∞

−∞

dm−1

dxm−1
(e−x2

)
d

dx
Hl(x)dx

}

= (−1)m+1

∫ ∞

−∞

dm−1

dxm−1
(e−x2

)
d

dx
Hl(x)dx

= · · ·

= (−1)2m
∫ ∞

−∞
(e−x2

)
dm

dxm
Hl(x)dx

= 0

(5.28)

境界項は e−x2 に多項式を掛けた形になるので x → ±∞ で 0 になる。最後の等式は Hl が l 次
多項式でそれを m(> l) 回微分すると 0 になることからわかる。
m = l のときは上と同様の式変形から∫ ∞

−∞
e−x2

[Hm(x)]2dx = (−1)2m
∫ ∞

−∞
(e−x2

)
dm

dxm
Hm(x)dx (5.29)

となる。Rodrigues 表示 (5.1) を用いると、Hm(x) の多項式の最高次数の項が (2x)m であるこ
とがすぐにわかるから、

dm

dxm
Hm(x) = 2mm! (5.30)

である。したがって、∫ ∞

−∞
e−x2

[Hm(x)]2dx = 2mm!

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π2mm! (5.31)

となる。

5.3.2 母関数から直交性とノルムを導く
母関数

S(ζ, x) = e−ζ2+2ζx =
∞∑

m=0

Hm(x)

m!
ζm (5.32)

から ∫ ∞

−∞
e−x2

S(ζ, x)S(η, x)dx (5.33)

という積分を構成する。すると、
∞∑

m,l=0

ζmηl

m!l!

∫ ∞

−∞
e−x2

Hm(x)Hl(x)dx =

∫ ∞

−∞
e−x2

e−ζ2+2ζxe−η2+2ηxdx (5.34)
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となる。右辺は ∫ ∞

−∞
e−x2

e−ζ2+2ζxe−η2+2ηxdx =

∫ ∞

−∞
e−(x−ζ−η)2e2ζηdx

=
√
πe2ζη

=
√
π

∞∑
n=0

(2ζη)n

n!

(5.35)

を得る。これが (5.34) の左辺と等しくないといけないから、ζmηl の各項の係数が等しいと置
いて ∫ ∞

−∞
e−x2

Hm(x)Hl(x)dx =
√
π2mm!δml (5.36)

を得る。

5.4 Hermite の微分方程式
Rodrigues 表示 (5.1) で定義された Hermite 多項式が Hermite の微分方程式

d2Hm

dx2
− 2x

dHm

dx
+ 2mHm = 0 (5.37)

を満たすことを示す。
まず、準備として定義より

(−1)m
dm

dxm
(e−x2

) = e−x2

Hm(x) (5.38)

とそれを１回微分した

(−1)m
dm+1

dxm+1
(e−x2

) = e−x2

(
−2xHm(x) +

dHm(x)

dx

)
(5.39)

を用意しておく。
その上で、e−x2

Hm(x) の二階微分を２通りの方法で計算する。一つ目は素直に計算して

d2

dx2

(
e−x2

Hm(x)
)
=

d

dx

[
e−x2

(
−2xHm(x) +

dHm(x)

dx

)]
=
(
4x2 − 2

)
e−x2

Hm(x)− 4xe−x2 dHm(x)

dx
+ e−x2 d2Hm(x)

dx2

= e−x2

[(
4x2 − 2

)
Hm(x)− 4x

dHm(x)

dx
+

d2Hm(x)

dx2

] (5.40)
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である。もう一つは、式 (5.38) と (5.39) を用いて計算してゆく方法である。

d2

dx2

(
e−x2

Hm(x)
)
= (−1)m

dm+2

dxm+2

(
e−x2

)
= (−1)m

dm+1

dxm+1

(
−2xe−x2

)
= (−1)m

[
(m+ 1)(−2)

dm

dxm

(
e−x2

)
− 2x

dm+1

dxm+1

(
e−x2

)]
= −2(m+ 1)(−1)m

dm

dxm

(
e−x2

)
− 2x(−1)m

dm+1

dxm+1

(
e−x2

)
= −2(m+ 1)e−x2

Hm(x)− 2xe−x2

(
−2xHm(x) +

dHm(x)

dx

)
= e−x2

[
(4x2 − 2m− 2)Hm(x)− 2x

dHm(x)

dx

]

(5.41)

以上２つのやり方で結果が等しくなければならないから
(
4x2 − 2

)
Hm(x)− 4x

dHm(x)

dx
+

d2Hm(x)

dx2
= (4x2 − 2m− 2)Hm(x)− 2x

dHm(x)

dx
(5.42)

整理して
d2Hm

dx2
− 2x

dHm

dx
+ 2mHm = 0 (5.43)

が成立する。

5.5 昇降漸化式
5.5.1 Hermite 多項式に対する昇降演算子 その１：陽的表式を用いた導出
Hermite 多項式の陽的表式 (5.3)

H2n(x) = (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2s (5.44a)

H2n+1(x) = (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n+ 1)!

(2s+ 1)!(n− s)!
(2x)2s+1 (5.44b)

を微分することから漸化式を求める。
まず、偶数次の方から微分すると、一つには

d

dx
H2n(x) = (−1)n

n∑
s=1

(−1)s
2(2n)!

(2s− 1)!(n− s)!
(2x)2s−1

= 2(2n)(−1)n−1
n−1∑
s=0

(−1)s
(2(n− 1) + 1)!

(2s+ 1)!(n− 1− s)!
(2x)2s+1

= 2(2n)H2n−1(x)

(5.45)
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が得られる。別のまとめ方をすると

d

dx
H2n(x) = (−1)n

n∑
s=1

(−1)s
2(2n)!

(2s− 1)!(n− s)!
(2x)2s−1

= (−1)n
n−1∑
s=0

(−1)s+1 2(2n)!

(2s+ 1)!(n− s− 1)!
(2x)2s+1

= (−1)n
n−1∑
s=0

(−1)s
(
−2(n− s)

2s+ 1

)
(2n)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2s+1

= (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(
1− 2n+ 1

2s+ 1

)
(2n)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2s+1

= 2xH2n(x)−H2n+1(x)

(5.46)

が得られる。
次に、奇数次を微分すると、一つには

d

dx
H2n+1(x) = (−1)n

n∑
s=0

(−1)s
2(2n+ 1)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2s

= 2(2n+ 1)(−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n)!

(2s+ 1)!(n− s)!
(2x)2s

= 2(2n+ 1)H2n(x)

(5.47)
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が得られる。別のまとめ方をすると

d

dx
H2n+1(x) = (−1)n

n∑
s=0

(−1)s
2(2n+ 1)!

(2s)!(n− s)!
(2x)2s

= (−1)n
n∑

s=1

(−1)s
(
n+ 1− s

s

)
(2n+ 1)!

(2s− 1)!(n+ 1− s)!
(2x)2s

+ (−1)n
2(2n+ 1)!

n!

= (−1)n
n+1∑
s=1

(−1)s
(
−1 +

2n+ 2

2s

)
(2n+ 1)!

(2s− 1)!(n+ 1− s)!
(2x)2s

+ (−1)n
(2n+ 2)!

(n+ 1)!

= (−1)n
n+1∑
s=1

(−1)s−1 (2n+ 1)!

(2s− 1)!(n+ 1− s)!
(2x)2s

+ (−1)n
n+1∑
s=0

(−1)s
(2n+ 2)!

(2s)!(n+ 1− s)!
(2x)2s

= (−1)n
n∑

s=0

(−1)s
(2n+ 1)!

(2s+ 1)!(n− s)!
(2x)2s+2

− (−1)n+1
n+1∑
s=0

(−1)s
(2(n+ 1))!

(2s)!(n+ 1− s)!
(2x)2s

= 2xH2n+1(x)−H2n+2(x)

(5.48)

が得られる。
以上をまとめると、n が奇数であるか偶数であるかに依らず、

d

dx
Hm(x) = 2mHm−1(x) (5.49)

d

dx
Hm(x) = 2xHm(x)−Hm+1(x) (5.50)

が成り立つ。すなわち、昇降漸化式(
2x− d

dx

)
Hm(x) = Hm+1(x) (5.51)

1

2m

d

dx
Hm(x) = Hm−1(x) (5.52)

が得られた。
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5.5.2 Hermite 多項式に対する昇降演算子 その２：母関数を用いた導出
昇降漸化式が (

2x− d

dx

)
Hm(x) = Hm+1(x) (5.53)

1

2m

d

dx
Hm(x) = Hm−1(x) (5.54)

となることを示す。
まず、上昇漸化式を示す。e2xζ−ζ2 を ζ と x で微分することから

∂

∂ζ
e2xζ−ζ2

= 2(x− ζ)e2xζ−ζ2

=

(
2x− ∂

∂x

)
e2xζ−ζ2

(5.55)

の関係がある。これに母関数表示の式 (5.15) を代入する。最左辺は

∂

∂ζ

∑
n=0

Hn(x)

n!
ζn =

∑
n=1

Hn(x)

(n− 1)!
ζn−1 =

∑
m=0

Hm+1(x)

m!
ζm (5.56)

であり、最右辺は(
2x− ∂

∂x

)∑
m=0

Hm(x)

m!
ζm =

∑
m=0

[(
2x− d

dx

)
Hm(x)

m!

]
ζm (5.57)

であるので、項別に両辺を比較して(
2x− d

dx

)
Hm(x) = Hm+1(x) (5.58)

を得る。
次に下降漸化式を示す。母関数表示の式 (5.15)

∑
m=0

Hm(x)

m!
ζm = e2xζ−ζ2

(5.59)

の両辺を x で微分して２で割ると∑
m=1

1

2m!

dHm(x)

dx
ζm = ζe2xζ−ζ2

=
∑
n=0

Hn(x)

n!
ζn+1 =

∑
m=1

Hm−1(x)

(m− 1)!
ζm (5.60)

となる。項別に両辺を比較すると
1

2m

d

dx
Hm(x) = Hm−1(x) (5.61)

を得る。
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5.5.3 Hermite 多項式に対する昇降演算子 その３：Hermite の微分方程式を用
いた導出

Hermite の微分方程式
d2Hm

dx2
− 2x

dHm

dx
+ 2mHm = 0 (5.62)

が (
d

dx
− 2x

)
dHm

dx
+ 2mHm = 0 (5.63a)

d

dx

(
d

dx
− 2x

)
Hm + 2(m+ 1)Hm = 0 (5.63b)

の２通りに書けることに注目する。昇降演算子を

T+ = 2x− d

dx
(5.64)

T− =
1

2

d

dx
(5.65)

と定義すると、交換関係
T+T− − T−T+ = −1 (5.66)

が成り立つ。そして、Hermite の微分方程式は

−T+T−Hm +mHm = 0 (5.67a)

−T−T+Hm + (m+ 1)Hm = 0 (5.67b)

と書ける。
まず、(5.67b) に T+ を演算して交換関係を用いると、

−T−T+(T+Hm) + (m+ 2)(T+Hm) = 0 (5.68)

となる。したがって、
T+Hm ∝ Hm+1 (5.69)

であることがわかる。同様に、(5.67a) に T− を演算して交換関係を用いると、

−T+T−(T−Hm) + (m− 1)(T−Hm) = 0 (5.70)

となる。したがって、
T−Hm ∝ Hm−1 (5.71)

であることがわかる。Hm(x) = 2mxm+ . . . であることから、最高次の係数を比べることにより

T+Hm = Hm+1 (5.72a)

1

m
T−Hm = Hm−1 (5.72b)
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となることがわかる。すなわち(
2x− d

dx

)
Hm(x) = Hm+1(x) (5.73)

1

2m

d

dx
Hm(x) = Hm−1(x) (5.74)

である。

5.5.4 量子力学の調和振動子に対する昇降演算子
量子力学における調和振動子の波動関数に倣って

Φm(x) ≡ 1

2m/2
e−x2/2Hm(x) =

(−1)m

2m/2
ex

2/2 dm

dxm
(e−x) (5.75)

と定義し、昇降演算子を
A± ≡ 1√

2

(
∓ d

dx
+ x

)
(5.76)

と定義すれば、

A+Φm = Φm+1 (5.77a)

A−Φm = Φm−1 (5.77b)

となることがわかる。実際計算してみると

A+Φm =
(−1)m+1

2(m+1)/2

d

dx

[
ex

2/2 dm

dxm
(e−x2

)

]
+

(−1)m

2(m+1)/2
xex

2/2 dm

dxm
(e−x2

)

=
(−1)m+1

2(m+1)/2
ex

2/2 dm+1

dxm+1
(e−x2

) +
(−1)m+1

2(m+1)/2
xex

2/2 dm

dxm
(e−x2

)

+
(−1)m

2(m+1)/2
xex

2/2 dm

dxm
(e−x2

)

=
(−1)m+1

2(m+1)/2
ex

2/2 dm+1

dxm+1
(e−x2

)

= Φm+1

(5.78)

A−Φm =
(−1)m

2(m+1)/2

d

dx

[
ex

2/2 dm

dxm
(e−x2

)

]
+

(−1)m

2(m+1)/2
xex

2/2 dm

dxm
(e−x2

)

=
(−1)m

2(m+1)/2
ex

2/2 dm+1

dxm+1
(e−x2

) +
(−1)m

2(m+1)/2
xex

2/2 dm

dxm
(e−x2

)

+
(−1)m

2(m+1)/2
xex

2/2 dm

dxm
(e−x2

)

=
(−1)m

2(m+1)/2
ex

2/2 dm

dxm
(−2xe−x2

) +
(−1)m

2(m−1)/2
xex

2/2 dm

dxm
(e−x2

)

=
(−1)m−1

2(m−1)/2
ex

2/2 dm−1

dxm−1
(e−x2

)

= Φm−1

(5.79)

となり、確かめられた。
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5.5.5 上昇演算子を用いた Hermite 多項式の一般形
H0(x) から始めて上昇演算子を次々に演算していくと、任意の次数の Hermite 多項式が得ら
れる。
上昇演算子 (

2x− d

dx

)
Hm(x) = Hm+1(x) (5.80)

を用いれば、
Hm(x) =

(
2x− d

dx

)m

1 (5.81)

となる。
調和振動子型の上昇演算子(

− d

dx
+ x

)
e−x2/2Hm(x) = e−x2/2Hm+1(x) (5.82)

を用いれば
Hm(x) = ex

2/2

(
x− d

dx

)m

e−x2/2 (5.83)

となる。
Rodrigues 表示

Hm(x) = ex
2

(
− d

dx

)m

e−x2

(5.84)

を合わせて３つ並べてみると、規則性があることが分かる。

5.6 三項漸化式
5.6.1 昇降漸化式から三項漸化式を求める
昇降漸化式 (

2x− d

dx

)
Hm(x) = Hm+1(x) (5.85)

1

2m

d

dx
Hm(x) = Hm−1(x) (5.86)

から dHm(x)/dx を消去すると

Hm+1(x)− 2xHm(x) + 2mHm−1(x) = 0 (5.87)

を得る。
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5.6.2 母関数から三項漸化式を導く
母関数の式

e2xζ−ζ2

=
∞∑

m=0

Hm(x)

m!
ζm (5.88)

の両辺を ζ で微分すると

2(x− ζ)e2xζ−ζ2

=

∞∑
m=1

Hm(x)

(m− 1)!
ζm−1 (5.89)

となり、この左辺にもう一度母関数の式を適用すると

2(x− ζ)

∞∑
m=0

Hm(x)

m!
ζm =

∞∑
m=1

Hm(x)

(m− 1)!
ζm−1 (5.90)

となる。整理すると
∞∑

m=0

1

m!
[Hm+1(x)− 2xHm(x) + 2mHm−1(x)] ζ

m = 0 (5.91)

を得る。これが ζ に依らず成立するためには、

Hm+1(x)− 2xHm(x) + 2mHm−1(x) = 0 (5.92)

となる。こうして三項漸化式が得られる。
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